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Decisions Under Uncertainty using Bayesian Analysis

Prof.dr. Stelian STANCU
Catedra de Cibernetica Economica, A.S.E. Bucuresti

The present paper makes a short presentation of the Bayesian decions method, where extra-
information bring a great support to decision making process, but also attract new costs. In
this situation, getting new information, generally experimentaly based, contributes to
diminushing the uncertainty degree that influences decision making process. As a conclusion,
in a large number of decision problems, there is the possibility that the decision makers will
renew some decisions already taken because of the facilities offered by obtainig extra-

information.
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Modelul analizei Bayesiene

Nu de putine ori, cea mai dificila alegere
la nivelul unei companii o reprezinta decizia
intre mai multe variante al caror rezultat final
are un caracter incert. Ca urmare, analiza
Bayesiana conduce la solutionarea problemei
in conditii de incertitudine, adicd acele situa-
tii cand nu se cunoaste starea naturii S si
cand se stie ca evenimentele urmeaza a avea
loc cu anumite probabilitati.
In consecinti, abordarea Bayesiand a priori
contine urmatoarele activitati decizionale:
- identificarea starilor naturii si a listei deci-
ziilor potentiale;
- evaluarea rezultatului corespunzitor fieca-
rei variante decizionale in contextul fiecérei
stari a naturii;
- formalizarea stdrii de ignoranta partiala a
decidentului, in termeni ai probabilitatilor
subiective atasate starilor naturii;
- evidentierea consecintelor asteptate, cores-
punzatoare fiecarei decizii in parte;
- alegerea deciziei optime sau obtinerea unor
informatii suplimentare necesare revizuirii
probabilitatilor a priori.
Se noteazd cu S spatiul starilor posibile ale
(s;),j=Ln

si cu A spatiul decizii-
strategiilor)  posibile

naturii,
lor(actiunilor

a)i=1lm . . 5 A
( 1)’ 7. Informatia a priori constd in
asignarea de  probabilititi  subiective

B(s)y — . .. A
th(s, )}Fl’” starilor naturii, reflectand gradul
de ignoranta partiala a decidentului.
Matricea decizionala se poate reprezenta prin

sau

. 7Z'l..
consecin-telor monetare 7,

intermediul

i=Lm,j=Ln gy prin intermediul utilitati-
. U(r, ..

lor asociate acestora (7[’/ ). Totodata, in-

formatia a posteriori va fi obtinutd facandu-

se apel la probabilitatile (s, )}1217’ care re-
prezinta probabilitdtile revizuite, pe baza in-
formatiilor suplimentare referitoare la starile
naturii, obtinute prin proceduri de tip studii
de piata, consultarea expertiilor etc.

Valoarea asteptata a deciziei % notata £ (@),

5 E(a,)=2U(7)F(s;)
se calculeaza astfel: jl .
Ca urmare, alegerea optimala luand in consi-
derare informatiile a priori se realizeaza, con-
form criteriului valorii asteptate maxime, ast-
n

max E(a,) =max > U(x,)F(s;)
fel: LA '
Un demers natural constd 1n incercarea de
eliminare a incertitudinii intuind care va fi
starea reala a naturii, care se va produce. Da-

< S < < .
ca este aceasta stare reald a naturii, pro-
blema care se pune constd in alegerea varian-
U(rzy)

b

. N s . =
tel care, In starea ~* maximizeaza

. maxU(z)

deci: ! .

Dar din pacate este imposibil a elimina incer-
titudinea, existand doar posibilitatea ca deci-
dentul sa obtind informatii suplimentare, pe
baza cdrora sa revizuiascd probabilitétile ini-
tiale atasate starilor naturii, apeland la teore-
ma lui Bayes.
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Vom nota cu Y informatia suplimentard re-
zultata pe baza unui experiment(studiu de pi-
atd, sondaj, consultarea unui expert sau grup
de experti s.a.).

st e Py(s)}. —
Probabilitatile initiale { O(S-’)}Fl’" vor fi ast-
fel revizuite pe baza rezultatelor Y obtinute
{P(s; 1Y)}

si vor fi desemnate prin J=lnsau

B(s)} — . . .
(s, )}F‘”’ . Fie de asemenea, Z informatia a
priori care a permis sd atribuim starii naturii

S o . . Pls, .
(s;) probabilitatea a priori 0( -/) , sau mai
. Pls./ . . .
precis, y . Pornind de la informatia a
priori Z de care dispunem, probabilitatea de a
obtine un rezultat ¥ in urma demersului facut
pentru obtinerea informatiei suplimentare va

fi PA/Z), Apeland la teorema lui Bayes,
avem:

eprobabilitatile a priori ale starilor naturii
{P(s, /Z)}j=1,7 .

b

e probabilititile comune de a obtine rezulta-

(s))

tul Y si starea naturii

formatia a priori Z:

|P(s,1Z)P(Y /s, "Y)|
P(Y/Z)

Costul incertitudinii atasat unei probleme
decizionale

Analiza Bayesiana se bazeaza pe faptul ca
decidentul poate imbuna-tati cunostintele sa-
le referitoare la starile naturii, Incercand sa
obtina informatii suplimentare.

Acest demers nu este sistematic, Intru-cat
atrage costuri suplimen-tare, de unde necesi-
tatea de a compara avantajul sperat a se obti-
ne pe aceasta cale cu costul ocazionat de do-
bandirea informatiei suplimentare.

Pentru inceput trebuie calculat costul incerti-
tudinii generat de faptul ca decidentul detine
doar informatii partiale asupra starilor natu-
ril.

Ca urmare, costul incertitudinii reprezinta di-
ferenta dintre valoarea asteptatd a deciziei pe
care ar putea sa o ia in conditii de informatii
perfecte si valoarea asteptata maxima fara al-
te informatii sau altfel spus, valoarea astepta-
ta a informatiei perfecte (EVIP).

, in functie de in-

P(s,/1YNZ)=

Se deduce astfel ca valoarea globala, pentru
toate starile naturii, conditionata de disponi-
bilitatea informatiei perfecte VIP este:

VIP=YU(,)B(s))

In consecint, valoarea asteptatd a informati-
ei perfecte (EVIP) se obtine scazand din VIP,
valoarea asteptatd(maximd) corespunzatoare
deciziei in conditii de incertitudine, pe baza
informatiei a priori:

EVIP=CI(Costul incertitudinii)=
:]Z:lm?XU(”fj)R)(Sj)—manZ:lU(”y)Po(Sj)
Costul incertitudinii reprezintd expresia ba-
neasca a sumei maxime pe care decidentul o
considera rezonabild pentru a fi platita pentru
obtinerea informatiei suplimentare.

2. Masurarea costului incertitudinii ludnd
in considerare pierderile de oportunitate
asteptata

Studiul valorii informatiei perfecte poate fi
realizat prin mdsurarea pierderii de oportuni-
tate, definitd ca diferentd dntre consecinta
unei decizii alese 1n conditii de incertitudine
si consecinta deciziei considerate a fi cea mai
buna, tinand cont de starea naturii care se va
realiza ulterior adoptarii ei.

U(r;)

Scazand din fiecare cantitate 0 con-

stanta &/ , care depinde numai de starea na-
turii , 1 nu de decizia adoptata (ai ), valoa-
se scrie astfel:
E(a) = XU(r)R(s) - 2 B(s)

de unde se deduce ca utilitatea asteptata a

< .. .oa.
rea asteptatd a deciziei

deciziilor luate cu informatii perfecte,

gmlaxU(ﬂij)Po(sj) o .

I= se va diminua cu aceeasi
PP ACH)

cantitate /= :
Observatie: Valoarea agsteptatd a informatiei
perfecte nu va fi afectatd, deoarece termenul

n
$a,n(s)
=l se reduce:
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1

szlmax U(r;)R(s,)—max EIU(”& )By(s,)

a; = miaxU(zrij)

Notand cu , atunci utilitatea

1

Avem, de asemenea:

asteptata a informatiei perfecte este nula:

imaXU(ﬂ”)Po(sj) = ilajpo(s )= imaXU(ﬂ”)Po(sj) = imaXU(ﬂ'y)PO(s =0
J= J= j=r j=t

EVIP = Y maxU(x,)P,(s,) - max YU (x, )P, (s,) = {3 maxU () P)(s,)
j=t ‘ Jj= ’ P

~Ya,Py(s,)} —imax YU(7,)By(s,)- Ya,Py(s )t = —max X(U(,) —a,)By(s,)

h. =maxU(r.)-U(r,
Vom nota cu i 2 U), r

pectiv diferenta dintre utilitatea celei mai bu-

e Si . . a.
ne decizii in starea "/ si utilitatea lui " pen-

. - h, .
tru aceeasi stare. Marimea Y/ aratd pierderea
de oportunitate ca urmare a alegerii variantei

a. . A . ..
i, atunci cand se va realiza starea naturii

S . . . h. =0 . a
J . Observam totodata ca 7 daca ™ co-
incide cu cea mai bund decizie 1n starea natu-

.S - o oo
rii /. De aici se deduce posibilitatea utiliza-
rii unui alt criteriu de alegere a deciziei op-
timale, prin alegerea in locul

max >.U(7;)F(s))
J=l a deciziei careia 1i co-
respunde pierderea de oportunitate asteptata
minima:
min{3 A, By(s )}
b . Marimea astfel determina-
ta conduce la valoarea asteptata a informatiei
perfecte si deci, costul incertitudinii.
In concluzie, cele doua reguli decizionale
prezentate sunt echivalente, criteriul pierderii
de oportunitate minima furnizand direct va-
loarea asteptata a informatiei perfecte.
Costul incertitudinii masoara astfel pierderea
de oportunitate asteptata in raport cu cea mai
buna decizie posibild, tinand cont de infor-
matia a priori, reflectatd in distributia de pro-
babilitate a starilor naturii. Diferenta Intre
pierderea de oportunitate asteptatd a unei de-
cizii oarecare si costul incertitudinii reprezin-
td aga numitul cost de irationalitate.
El masoara excedentul pierderii de oportuni-

tate asteptatd a deciziei alese in raport cu
acela al celei mai bune decizii posibile, in
conformitate cu informatia disponibild despre
starile naturii.
3. Valoarea asteptata a informatiei supli-
mentare
Fie C costul necesar obtinerii unei informatii
perfecte. Utilitatea asteptatd a informatiei
perfecte se modifica de la
max > U(z;) B (s;)
LA - devenind:
max{> (U(z;) - C)F(s,)}
LA , de unde faptul ca
valoarea informatiei perfecte este data de:

VIP = Y max(U(x,) - C)P(s,) — max XU (r,) B (s,)
j=1 i S|

perfecte sunt limitate, totuti decidentul poate
incerca reducerea incertitudinea prin achizi-
tionarea unei informatii  suplimentare
necesara revizuirii probabilitatilor
preliminare (a priori).

In acest scop si potrivit discutiei urmitoare,
vom nota cu Y cantitatea de informatii supli-
mentare obtinute in acest sens, in timp ce
probabilitatea conditionata a obtinerii rezul-
tatului Y, tindnd seama de informatia a priori

asupra starilor naturii P )i este presu-

pusd a fi cunoscutd. Astfel, pot fi revizuite

e . . P(s) . .

probabilitatile a priori o(5,) in functie de
informatia suplimentara Y, pe baza teoremei
lui Bayes, noul criteriu de alegere fiind

m_ain(;r,j)Po(sj/Y)
acum: b , in loc de:
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max $U(z, ) (s,)
i =

Noul criteriu, tocmai enuntat, este subordo-
nat realizarii rezultatului ¥ obtinut din cerce-
tarea intreprinsd pentru obtinerea unor in-
formatii suplimentare asupra starii naturii.

Pornind de la faptul ca decidentul dispune a
priori de o distributie de probabilitate

P (s. . . ..
{5 (53 si cunoaste probabilitatea conditio-
natd de obtinere a rezultatelor Y in functie de

informatia a priori asupra lui 5 , P /s )i ,

probabilitatea marginala a rezultatului Y este

P(Y)= X P(Y/5)Rs,)
deci data de: 7=l

In schimb, daci rezultatul Y se obtine ca ur-
mare a informatiei suplimentare, decidentul

va alege % astfel incat:
max E(a,/Y) = max _ilU(;z,.j)Po(sj /Y)
de unde, utilitatea astepjtaté a informatiei su-
plimentare se poate scrie ca fiind:
%‘,miaxil U(z,)B (s, / Y)P(Y)
Ca urmare, esté suficient a multiplica utilita-

. - - . . .. A. .
tea maximald a fiecarei decizii " atunci
cand un rezultat Y apare, prin probabilitatea
corespunzatoare de aparitie a rezultatului Y:

P(Y) si de a face suma probabilitatilor pen-
tru toate rezultatele posibile.

Prelucrand expresia precedenta, pentru a fa-
cilita calculele numerice, pe baza teoremei
lui Bayes, se obtine:
P(YV/5) =[P )RV g0
P /s)PA) = PA T )E(S) G deci utilita-
tea asteptatd a informatiei suplimentare este:
Smax3U(m,)B(¥ /5)R(s))

J=

1
Pentru a obtine valoarea informatiei supli-
mentare, este suficient a compara acest rezul-
tat cu cel obtinut pe baza informatiei a priori:
n
max > U(7;)F(s;)
=

1

Valoarea asteptata a informatiei suplimentare
va fi astfel data de:

EVIS = S max S U (%,)P,(Y /5,)P(s;) —max >U(z,)B,(s,)
Y j=1 ij=l ‘

1

din aceastd marime putand fi scazut costul
informatiei suplimentare.

De asemenea, se poate face analiza in terme-
nii pierderilor de oportunitate asteptata, caz
in care utilitatea asteptatd a informatiei su-
plimentare se scrie:

y

. {min ,Zl hyBy(s; 1Y)} P(Y)
i . Pierderea de oportu-
nitate asteptata fara informatii suplimentare
min ih,.jPO(sj) ]
este astfel data de: ' , 1ar valoarea
asteptatd a informatiei suplimentare poate fi
scrisd astfel:

EVIS = min 3. h,P(s,) — X {min > (s, | Y)}P(Y)
i =l S

In concluzie, se poate evidentia faptul ca
intr-un numar mare de probleme decizionale,
existd posibilitatea ca decidentii sd revina
asupra unor variante deja adoptate, ca urmare
a facilitatilor oferite de obtinerea unor infor-
matii suplimentare.

Aceste informatii au darul de a le permite, pe
baza unui proces logic, de a-si revizui esti-
matiile referitoare la probabilitatile de reali-
zare a starilor naturii.

Obtinerea unor noi informatii, in general pe
baza experimentald, contribuie la reducerea
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gradului de incertitudine care isi pune am-
prenta asupra procesului decizional. Ca ur-
mare, etapele clasice ale procesului decizio-
nal pot inregistra anumite modificari, ele pu-
tand fi ordonate astfel:

- definirea problemei decizionale si formula-
rea modelului decizional asociat acesteia;

- analiza anterioara, unde pe baza experientei
acumulate si a judecdtilor individuale, deci-
dentul estimeaza probabilitdtile (subiec-tive)
de aparitie a evenimentelor si rezolva pro-
blema decizionald printr-una din metodele
disponibile.

In cazul in care solutia obtinuti este accepta-
tad de decident, ea este adoptatd si aplicata in
practicd, n caz contrar decidentul va face un
demers pentru obtinerea de noi informatii ne-
cesare reducerii gradului de incertitudine in
scopul obtinerii unei solutii mai eficiente.

- etapa analizei pre-posterioare-in care deci-
dentul verificd daca includerea informatiei
suplimentare aduce o imbunatatire a perfor-
mantelor sistemului, in raport cu decizia
adoptatd in etapa anterioara;

- culegerea(obtinerea) datelor suplimentare;

- analiza posterioara — in urma careia rezulta-
tele cercetdrii vor putea fi inglobate in anali-
za problemei;

- adaptarea solutiei conform criteriului lui
Bayes, dupa inglobarea informatiei supli-
mentare.
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