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Estimatorii de credibilitate din modeul clasic al lui Biihimann

Asigt. Virginia ATANASIU
Catedrade Matematic\, A.S.E. Bucureti

Articolul descrie modelul clasic de credibilitate al lui Buhlmann, relevand meritele de ordin
practic pe care acesta le posed\; mai precis, sunt eviden]iate reu[itele “nregistrate de
Buhlmann pe plan actuarial, deosebit de importante pentru industria asigur\rilor non-via]\.
Modelul original al lui Buhlmann prezint\ urm\torul incon-venient: deoarece implic\ un
singur contract, estimatorul de credibilitate al respectivel prime nete con]ine parametrii de
risc necunoscu]i, ceea ce face imposibil\ o cuan-tificare statistic\ din observalii a rezultatul ui
astfel ob]inut. Din acest considerent modelul iniJial a fost ajustat, “mbun\t\]it, “n sensul
evalu\rii parametrilor de structur\ ai riscului, prin introducerea contractului ”ntr-un coleciv
de contracte, toate oferind informa]ii independente “ntre ele despre distribu]ia riscului. Prin
urmare, dac\ se iau “n considerare diferite contracte, fiecare cu aceia[i parametrii de
structur\, atunci se pot estima mirimile respective, folosind trecutul statistic al contractelor.
Astfel, rezul-tatele de credibilitate din modelul original al lui Buhlmann, interesante din punct
de vedere pur teoretic, sunt valorificate cu condi]ia trecerii la modelul clasic al lui
BUhlmann.

Cuvinte cheie risc, variabile structurale, prim\ net\ de risc a unui contract, esti-matori de
credibilitate.

Modelul clasic a lui Buhlmann const\
dintr-un portofoliu de k poli]e (conttracte)
de asigurare identice [i inde-pendente,
aflate sub observalie statistic\ un num\r de
t ¢2) ani. Riscul implicat de contractul |
este notat cu X [i asimilat cu o variabil\

g; de-a lungul anilor de valabilitate ai
contractului j (j=1k).
Prin urmare, acest model const\ din

variabilele aleatoare structurale ¢ [i
variabilele aeatoare obsevabile X, unde

aeatoare nene-gativ\ (j=1k). Parametrul
riscului X; este notat cu q; [i presupus
variabil\ aleatoare rea\ (j=1k);q ede
cunoscut [i sub numele de variabil\
aleatoare  structural a  contractului.
Denumirile acordate lui g, (j=1k), sunt
justificate de faptul c\ acesta reprezint\
variabila aleatoare ce descrie
caracteristicile ris-cului luat n
consideralie. Variabilele observabile ale
riscului X; se notead cu X1, X2, ..., X
(j=1k). Este de lasine “njeles & Xj1, Xz,
..., Xt au toate aceedi distribu]ie ca [i X
(j=1k). Lucr\m “n ipoteza ¢\ riscul
pentru fiecare poli]\ este stabil *n timp,
ceea ce “nseamn\ ¢\ poate fi caracterizat
prin aceeg|i valoare a parametrului de risc

j=1k, ia r=1t, astfel “ncat putem
afirma despre contractul j ¢\ este un vector
aeator de componente: q; (parametrul

deator de structur\) [i Xj1, Xj2, ..., Xjt
(observaliile efectuate asupra polije j),
unde j=1Kk.

Deci, contractul

i=(2,X 0, X X = (2,0 )5 21K
Observalie: X'; denot\ vectorul obser-
valiilor, adic\ vectorul de componente X1,

Xj2, oo Xit (] =ﬂ)

Aladup\ cum s-a men]ionat, contrac-tele |,
j=1k, (reprezentate de pere-chile Qs
X)), j=1k) sunt presupuse a fi
independente  [i  identic  distribuite
condi]ional, adic\ pentru fiecare contract j,
j=1k, [i pentru g; = q; fixat, variabilele
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Xi1,Xj2,...,Xjt sunt indepen-dente [i identic
distribuite (condi]ional).

Ipoteza introdus\ ma “nainte, prin care
vectorul observaliilor X'; are compo-

Fx,n, (le,sz,...xjt |?j) =
=F (le |?,—)F

Xl?

care descrie sau exprim\ faptul ¢\ pentru un
contract j cu parametrul de risc dat g; = g,
riscurile sunt inde-pendente (condi]ional)

delaanlaan (j=1k).

Observalie: S-a notat cu F ., ( |?j)
func]ia de repartilie a vectorului aleator
condi]ionat (leqj), iar cu ij,l?j(' |qj)
funclia de reparti]ie a variabilei aeatoa-

(x. 9)
X, 1?7; 12| i

nentele independente condi]ional, dat fiind
A\ q; = ¢, implic\ urm\toarea egalitate:

Fonbel?) @

re condi]ionate (Xjr |qj), under=1t .
~ntrucét:
(x,12,2a) b, 12, =a)"r=T1 @
jrl'j_qj jl'j_qj’ r=1t (2,
rezult\ ¢\ putem reprezenta valorile medii,
respectiv.- varianjele acestor varia-bile
aleatoare condi]ionate prin aceeq|i funcjie
n(-), respectiv s?(-), depinzand de g, dar
independent\ der, r =1t [i anume:

ng)=M(x, 2 =q)=M(x, |2, =q )" r=1t (3,

respectiv:

s?(a)= var(x, 17, =q,)= varx, 2, =g} " r=1t (4).

{irul de egdit\]i (3) d\ o cantitate ce
semnific\ prima net\ de risc a contrac-tului
J, dac\ parametrul de risc al acestuia (adic\
q;) esteegal cu ¢

Pentru modelul de fa]\, teoria credi-

o )= mlx, 12)=mbx, 12)

Estimatorii ce urmeaz afi folosi]i ~n acest
sens sunt func]ii de variabilele observabile,
adic\ de componentele vectorului aleator

X, :(le,sz,...xjt), j=1k, determinate

bilit\]ii, aa dup\ cum a fost dezvoltat\ de
Buhlmann, are ca scop principa es-timarea
primel nete de risc a contractului j, dac\
parametrul de risc a s\ este g, adic\
evaluarea lui:

" r=1t ).

astfel “ncét & minimizeze eroarea medie
p\tratic\.

Prin urmare, estimarea lui n{(q;) necesit\
rezolvarea problemei de minim:

'\il’/llzr)] M{[n(?j)' gj(xny-..,xn’X217---7X2t’---’Xkl’-"’xkt)]z} (6),

unde g(-) este o funclie de observaliile
X, i=1k,r=1t, arbitrar\,

Soluliile pentru problemele de minim ©)
tind s\ produc\, ma degrab\, estim\ri
nefavorabile, dac\ “ntr-adeWwr ar putea fi
g\site aceste solu]ii. Din acest motiv, este

practic s\ se deter-mine aproxim\ri ae
soluliilor optime prin restrangerea clasel
de funclii admisibile g(-). Atunci cand
mul]imea de func]ii admisibile g(-) este
limitat\, se ob]in estimatori care sunt, *n
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general, mai pu]in exac]i, dar adesea, mai
u[or de calculat.

O adegere posbil\ a funcliilor g(-),
j=1k, care determin\ prime ufor
calculabile este:

gj(xn, xlt,x21,...,x2t,...,xkl,...,xkt):

=C; +a.aCJ|r ir

i=1 r=1
conducand la aa numitele rezultate de
credibilitate liniar\-neomogen.
~n modelul clasic de credibilitate a lui
Buhlmann, clasa de func]ii g(-) este
limita\ la mullimea de funclii liniare
neomogene.
Observalie: Deoarece, “n cadrul mode-
lului, toate contractele au ”~n comun

COV(X |7 )"“) 2(71)

(7).

faptul c\ varian]ele lor sunt reprezentate
prin aceleg]i funclii s(-) de parame-trul
riscului, iar riscurile contractelor sunt
independente condi]ional *n timp, rezult\
pentru fiecare contract j, urm\-toarea
matrice de covarian]e a observa-]iilor din

anii r=1t:

(8),

unde |9 indic\ matricea unitate de ordinul (t” t). ~ntr-adewr:

COV()S' |?-)di[Cov(X”,X |?i)]rr 1t =
aCov(X ;i X 12;) CovlX 1, X, 12,) . CovlX u, X 12,)s
900v(x,2,x 12,) Colxp Xz 12 ) c:ov(sz,xjt 12,):
= ¢ T =
éCov(X]t,X 12,) Cov(XJt,X ) COV(X”,X” 12,)5
e var(X,1?,)  Cov(X,,X,,1?,) CovEle,x,tP ;
_ &Cov (xll,x 2)  valx,|? (30vx12,x]t| s
=¢ : . =
éCOV(XmX |,—) COV(XjZ’Xitl?i) Var(thl?j) P
s2(?) 0 0 9
¢ o <) . o -
=5, ° . (:) £=10s7(2 )
é 0o 0 e
iar justific\rile sunt cele de mai jos:
Cov(X;,, X, 12;)=MX X 12;)- M(X 12, (X, [?,)=
:M( .rl?j)-MZ(XJ.,I.j)=Var(Xjr|?j)=sz( )Jz]I =1t
Cov(X;, X 1?;)=M(X;, X, 12;)- M(X;, I?i)M(Xir‘l?j):
=MX, 12, M(X - 12,)- M(X, 12, M(X,12,)=0" j=Tk" r<rinr=1t.
Bihlmann introduce aanumilii parame- fini]i dup\ cum urmeaz\:
trii de structur\, notali: m [i de
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m=mx, )=mlfa, Ja=Valrla b & =mls?ly ) 0

~N continuare prezent\m rezultatul ob]i- nut
de Buhlmann privind estimatorii de
credibilitate neomogeni:

Teorema 1. (Modelul clasic a lui

Bihlmann): Se consider\ un portofoliu ca

cel descris”n diagrama 1.:

Contract:
Variabila
de
structur)\:
Variabilele
observabile:

[ani]

Diagrama 1.: Modelul clasic a lui Bahlmann

Dac\ ambele ipoteze (B1) [i (B2) sunt
adev\rate, unde:

(B) Mix, |2)=nfe) Colx, 7 )=s72 )", j=Tk

[ (B2) contractele j = 1,...k sunt
independente, variabilde qi,..., gk sunt

n(%j):Mja:(l- Z)m+2M,

. t
Aici M, =X, =8 X, indcl estimar
s=1

torul individual pentru n'(?j). Factorul de

credibilitate z rezultat (care figurea2 "n
estimatorul de credibilitate

Cji,Cjirs
i=Lk,
r=1t
~ntrucat (12) reprezint\ o problem\ de
minimizare a unel forme pl\tratice po-zitiv
definite, este suficient 8 g\sim o solujie a
e, anuland toate derivatele

3 "
Min I\/Il'gw{?j)- ;- aacX
ie

i=1 r=l

identic distribuite, iar observaliile X,
j=lkr=1t au vaianja finit\, atunci
estimatorii optimi (*n sensul celor mai
mici ptrate) liniari neomogeni M a lui

rr(?j),j =1k, sunt:
(10).

“gustat” M3 este: z=at /(s +at)  (11).
Demonstralie: Pentru fiecare j=1k avem

de solulionat problema de minim
urmitoare;

(2
0y (12)
Up

par]iale de ordin | ale acesteia. Impunand

condiliaca If__ ; (13), unde:

fic,
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f —f(cl,cm, =1,k,r 1_)
rezult\ o ecualie ~n necunoscuta ¢, care,
prin rezolvare, conduce la expre-sia (14)
pentru ¢, [I anume:

5)- o 44 o .rﬂg
e i=1 r=1

~nlocuind pe g cu formula dat\ la (14) *n
problema (12), aceasta devine:

k¢ A
0
¢ = m(?j[- é é Cjir+ (14)-
e i=l r=1 1]
i A k t 24
MinMI§{2)- m- 4 & ¢, (x, - mb ¥ (15).
g fe =L r= up
=1t
Impunand condi]iile: Tt =0 (16) pentru i'=1k;r’=1t se ob]in ecudiile:
i
k t
Cov[rr(?i)’xi‘r‘] = é. é. CjirC:OV(>(i‘r‘1>(ir) (17)
i=1 r=1
Formula de calcul a covarian]ei riscurilor Cov(n( )X )_ "q=1t (19).
independente  condilional  pentru  un Ja
contract este: }indnd seama de relgliile (18) [| (19)
. — sstemul (17) devine, n cazul i Js
COV(XJQ’X ) a+drgs” "r,q=1t,18), echivalent cu urm\torul:
iar formula de calcul a covarian]el din-tre ( ) —
prima nef\ de risc a unui contract [i as a a+d,s e, r=1t (20),

riscurile independente condi]iona ae
acestuia este:

Cin = Cji2
~ncazul i 1 j, sistemul (17) se scrie astfel:

t —
0=ac (a+ drr\sz), r=1t
r=1

de unde rezult\ imediat c\: c..=0"r

jir

Din realiile (14), (21) [i (23) se ob]ine
pentru ¢; formula: ¢ = (1 —z)m (24).
Dac\ *n expresia

C k t
"{’J?j): M{ =c; +é é Cji Xir (29),
i=1 r=1
a estimatorului optim liniar neomogen
pentru prima net\ de risc a contractului |,
~nlocuim coeficien]ii G, Gir, i =1k, r =1t
cu vaorile acestora determinate anterior
(21 [i 23), aunci se verific\ faptul c\
egdit\lile (10) reprezint\ primele de
credibilitate din modelul clasic a lui
Buhlmann.

r=1
care, prin rezolvare, conduce la:

:...:c”t=a/(sz+at)=z/t;j=1,_k (21).

(22),
=L,t(i* j) (29).

Observalie: Estimatorii (10) determinali *n
cadrul acestui model conlin trei parametrii
necunosculi, [i anume: a, & [i m. Pentru a
putea folosi rezultatele teoremei 1 trebuie
S\ estim\m carac-teristicile de protofoliu
men]ionate (mai precis, § le ~nlocuim cu
estimaliile lor ~n formulele (10)).
Deoarece contractele sunt incluse “~ntr-un
colectiv de on-tracte identice, dispunem
de ma multe observalii referitoare la
parametrul de risc, “nca este posibil s\
atribuim esti- matori nedepl asa]i
parametrilor struc-turali implicali.
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