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Verificarea eterogenititii unui portofoliu de contracte
de asigurare prin metode statistice clasice

Asist. Virginia ATANASIU,
Catedra de matematica, A.S.E.

In cadrul articolului, definim conceptul de eterogenitate a unui portofoliu de contracte de
asigurare, cu toate elementele pe care acesta le implicd, dat Sfiind importanta sa in modelele de
credibilitate din domeniul asigurdrilor non-viatd, reugind astfel o abordare din punct de vedere
probabilisticd si statisticd a nofiunii respective. Totodatd, oferim cititorului o modalitate prin
care Se poale atesta sau nu eferogenitatea intr-un portofoliv, ludnd un exemplu din practica
asigurdrilor. Studiul relevd modul in care matematicile aplicate in economie intervin cu succes
in solutionarea problemelor dificile cu care se confruntd actuarii in analizarea asigurdrilor din

perspectiva credibilitdtii lor.

Cuvinte cheie: risc, parametru de risc, eterogenitate, contracte (polite) de asigurare, portofoliu.

Acest articol fs1 propune si ilustreze printr-
un exemplu practic, datorat actuarilor Hogg
s1 Klugmann modul In care statistica clasici
poate verifica eterogenitatea unui portofoliu
de contracte de asigurare.

Inainte de a trece la prezentarea aplicatiei
sus-inentionate, vom realiza o descrierc a
unui portofoliu eterogen de contracte de
asigurare, dat fiind cd subiectnl materialului
vizeazd acest concept fundamental in asi-
gurdrile non-viata.

In acest sens, fie un colectiv (portofoliu) de
k polite (contracte) de asigurare, fiecare din-
tre ele implicand un risc i, de parametru 6;,
unde i=1,k. Riscul atagat unei polife este
presupus a fi de tip economic; mai precis,
este vorba despre un risc de sinistru (de
pagubi) constidnd dintr-o pierdere monetari.
Riscul economie, adicd riscul de sinistru
care conduce la o pierdere financiard sau
daund este asimilat cu o variabild aleatoare
nenegativd; riscurile negative nu  sunt
realiste in asiguririle non-viafd. Prin para-
metrui de risc al unei polite se intelege o
variabili aleatoare reald, care contine carac-
teristicile riscului luat i consideratic. n
cele ce urmeaza vom admite ca parametrul
de risc al unei polite s reprezinte toate ca-
racteristicile de risc, care nu pot fi direct
observabile, deci care sunt aproape impo-
sibil de evaluat (de descris) precum si pe
cele a cdror folosire nu este permisi de so-

cictate. Caracteristicile de tipul “nu pot fi
observate” (caracteristicile “inobservabile™)
sunt caracteristict precum: indemdanarea la
conducere si temperamentul celui  care
conduce (din asiguririle de pagube la “au-
tomobile” si asigurdrile de pagube la “trans-
porturi”), starea de sinitate $i inclinatia
cdtre accidente (din asiguririle de accidente
(dezastre)). Caracteristicile de tipul “sunt
periculoase din punct de vedere politic si nu
ar fi intelese de clientl si autoritdti” sunt
caracteristici a cror folosire nu este permisi
de societate; In acest sens, putem da ca
exemplu: culoarea masinii (In asiguririle
confra avariilor auto), sexul detindtorului
politei.

Parametrii de risc 65, unde i=1,k genercazi
eterogenitatea colectivului de contracte, dat-
oritd modului in care acestia au fost definiti.
Eterogenitatea este modelatd din punct de
vedere probabilistic prin introducerea unej
variabile aleatoare 8, dand o valoare diferiti
parametrului de risc pentru fiecare contract.
Daci 8 da valoarea 8; parametrului de risc 8;,
atunci afinmatia ficutd anterior trebuie infe-
leasa astfel: 0y0,%...20, (valoarca datd de ©
parametrulul de risc diferd de la un contract
la alt contract). Numim 6 variabild de struc-
turd a portofoliutul sau parametrui de risc de
bazd implicat de portofoliul eterogen pentru
riscurile individuale, iar 8y, 83, ..., Oy para-
metrii abstracti ai riscurilor 1,2,...,k. De fapt,
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parametriz abstracti 0, i=f"i€ sunt realizirile
diferite ale parametrului de risc @ pentru fie-
care contract al portofoliului.

In concluzie, portofoliul este eterogen, deoa-
rece parametrii abstracti 0; ai fiecare risc 1,
i=1,k nu sunt aceiasi; variatia lui 8 in porto-
foliu, manifestata prin aceea c& 6170, #.. %0y
se datoreazd parametrilor de risc 8;, i=ij§.
In aceste conditii, pentru riscul X al unui
contract individual (risc reprezentat printr-o
variabild aleatoare nencgativd) se considerd
repartitia sa conditionat, datd fiind valoarea
8 a parametrului de risc 9 (cu 6 s-a notat
valoarea lui O datd parametrulut de risc al
contractului respectiv). Deci este vorba de
repartifia variabila  aleatoare condifionate
(X16=0).

S presupunem cid X se afld sub observatie
si cd studiul statistic efectuat a durat un nu-
mar de t ani, astfel incdt, dispunem acum de
un trecut statistic asupra lut X concretizat in
variabilele aleatoare observabile Xy, X, ..,
X,

Asadar, contractul individual constd in mul-
timea de variabile aleatoare: parametrul a-
leator de structurd corespunzitor lui si varia-

bilele aleatoare de observatic Xy, Xs,..., X,.
Se obisnuieste ca prin X sd se noteze vec-
torul observatiilor efectuate asupra lul X
adicd X'= (Xy, Xa,..., Xy, astfel incat con-
tractul poate fi reprezentat printr-un vector
aleator de componente: variabila de struc-
turd a contractului si X', Componentele vec-
torului X’ sunt variabile alcatoarc depen-
dente, in sensut ca depind de valoarea 6 data
de @ parametrului de risc al contractului res-
pectiv, fiind independente §i identic distri-
buite conditional, adica datd fiind valoarea 0
atribuitd de © parametrului de risc al
confractului respectiv.

Admitem ca parametiul de risc al unui con-
tract individual riméne acelasi in timp; se
spune ci acesta este stabil (constant) in timp
sau cd volumul riscului este acelagt pentru
toti anii.

Descrierea realizata pentru portofoliul etero-
gen de k contracte cu riscuri stabile in timp
poate fi redatd prin diagrama din figura 1.

Variabila de structurd
a contractului:

Variabile de¢ d
observatie
asupra
contractului

oo -

[ani]

Contract: l.j..k

Fig. 1. Portofoliul eterogen de k contracte cu riscuri stabile in tunp.

Modelul portofoliului eterogen reprezentat
in diagrama de mai sus constd in: vanabilele
de structurd 8; si variabilele observabile X,

unde J =1,k,r =1,¢. Contractul } constd in

multimea de variabile: 8; (variabila aleatoare
structurald a sa) §i Xji, Xj,..., Xjt (variabilele
observabile ale risculul tmplicat de contrac-

tul J), unde j= T,—E ; cu alte cuviate, contrac-
tul j este vectorul aleator de componente ;
si X'5: (85, X'), unde:

. not
_éij x()( AJE”"’XJE)'

Jle
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6l

pentru ficcare contract j §i pentru 8 = 8; (6,
fixat) variabilele aleatore X1, Xja,..., Xj; sunt
independente i identic distribuite ( j =1,k ).

:gp[(x

Egalitatca de mai sus descric independenta
de la an la an (independenta de timp) a

o), r=11

P)(X,|0,=8)<x,
r=1

riscuritor conditionate (X i 0; =
ale contractului j.

Portofoliul este eterogen datoritd realizaritor
diferite ale parametrului de risc 6; pentru fie-
care contract.

Acum frecem si ilustrdim modul n care
metodele statistice clasice pot confirma sau
infirma cterogenitatea unui portofoliu de
contracte, prin prisma exemplului lui Hogg
si Klugmann. Acestia considerd doud con-
tracte, ale cror riscuri X, respectiv Y
urmeazi o repartitie de tip Pareto. Agadar, X
are densitatea de repartitie:
£(x,8,)=0,1+x)"" , x>0,6,>0,

lar Y are densitatea de repartitie:

£{y,0,)=6,1+y) ™" , y>0,6,>0,

cu 8, #8, (unde 9;, 8, reprezinta parametrii
abstracti ai celor doud riscuri).

Si presupunem cd riscurite implicate de cele
: doud contracte se afld sub observatie (cerce-
E tare) statisticd si c@ studiul statistic asupra
lut X a durat m ani, iar asupra lui Y n ani,
astfel ncdt, acum dispunem de un trecut
statistic referitor la X constind in variabilele
¥ aleatoare observabile X, Xs,..., Xy, respectiv
de un trecut statistic referitor la Y constind
in variabilele aleatoare observabile Y, Yo,
s e

Intrebarea care se pune in legiturd cu acest
exemplu este dacd cele doua riscur: sunt sau
nu omogene. Rispunsul poate fi dat de sta-
tistica clasica.

Ipoteza omogenititii riscurilor se formuleaza
astfel: 0;=6; (adicil parametsii abstracti 9,

L(6,.0,)=07 6] -

L. i=t

de unde obtinem si pe L(0), ficand 0,6,=0:

L(e ):Gnﬂn ,

:Qj)< xj,] (\'/)Xj,, eR,,

H 1+ x, )

Independenta conditionald a variabilelor X,
Kz, Xjp, dat fiind ci 6;=06; se scrie astfel:

r=1t(j=Tk

pentru flecare risc 1, £=1,2 sunt aceeasi, nu
diferd semnificativ d.p.d.v. statistic, ¢t doar
intdmplator). Notim ipoteza pe care o avem
de verificat cu Hy $1 o numim ipoteza nuld
sau fundamentala.

Ipoteza contrard ipotezei Hy se formuleazi
astfel: 6, 6, (adicd parametrii abstracti ©;

k ﬁmz)

pentru fiecare risc i, =1,2 nu sunt aceeasi;
el diferd semnificativ din punct de vedere
statistic) si se noteazd cu M, numindu-se
ipoteza alternativi ipotezet He.

Verificarea perechil de ipoteze (Hp, Hi) se
face la un prag de semnificatie o0 foarte
mic, dat si pe baza “testulut raporfului de
verosimilitate”. Aplicarea acestui criteriu
decizional constd in parcurgerca urmatoa-
relor etape:

Etapa 1: Se determind estimatiile de verosi-
militate maximai ale paI ametrilor abshactl de

risc 6,,8,, notate cu 91, respectiv 8:,. precum
si estimatia de verosimilitate maxima a

I3

parametrului comun 8, notatd cu @, aceasta
din vrmi avind sens dacd ipoteza Hy este
adevirati, caz In care 0;=6,=8 (deci ©
reprezintd valoarea comund necunoscutd a
celor doi parametrii abstracti €, st 0; din
ipoteza Hy, cind Hy este adeviratd). In acest
sens, construim functiile de verosimilitate
corespunzitoare tturor observatiilor
efectuate asupra variabilelor aleatoare X g1
Y, notate cu [(8,,68;) si respectiv L(9); de
fapt, L(6) nu cste altcineva decit L(8;,6;)
cand Hg este adeviratd (cind 9,=9,=0).
Astfel:
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Aplicind metoda verosimilititii maxime,
rezultd ci:

B =m/U;8: =n/V;0=(m+n)/(U+V),

nol o not 1t
unde: U= ) In(l+x,); V":Zln(Hyj)_
i=i j=1
Etapaall-a: Se construiestc  statistica

testului raportului de verosimilitate; aceasta
estc notatd cu A si este definitd ca raportul
dintre valoarea maximid a functiei de

verosimilitate L{67,0,), adici L(GI,GZJ s

valoarea maxima a functici de verosimilitate

h= L(Gl 0> ]f L(O): m™n" (U + V) (m +n) "™ Umy")

. dlnL(®,, , .
respectiv ~~ig@i§3~):0 unde i=1,2 si
9mLE) 0

af
Etapa _a  Tll-a:  Definim  statistica:

F=i. U/V; daci ipoteza Hy este adevia-
m

ratd atunci: 04=8,=0 g1 In aceste conditii
putem rescrie statistica ¥ sub forma urma-
toare: F={26U/2m}/{26V/2n}.
Variabilele alcatoare independente (20U) si
(26V) avénd repartitii de tip ¥* cu (2m) si
respectiv (2n) grade de libertate, rezultd ci
statistica F are o repartitie Fisher-Snedecor
cu (Zm,2n) grade de libertate.

Testul raportului de verosimilitate respinge
ipoteza Hy a omogenitdtii riscurilor, adici

A= AE) =m™n" (m +
Numereie ¢ si ¢; se determind folosind
criteriul cozilor egale si definitia pragului

(nivelului) de semnificatic o, ceea ce in-
seamna ci ¢ §l ¢p verificd egalitatile:

- " 44
P(F<c))=P(E>c)=+,
din care; ¢, =F, ste,=F
-:;:?,.'u,'ln l-a-:Em,?.n

Pentru valorile lui Feue din intervalul sey,cot
ipoteza nuld Iy se acceptd ,deci se poate
presupune cd ambele riscurt au acelasi para-
metru. Asadar are sens gruparea lmpreund a
contractelor, deoarece sunt caracterizate prin
parametru de risc egal (comun).

I‘n -m m+i

—- - m .,

n)m n Ik |+ —nF .
n n

A

L(D), adica L(O ]; facem mentiunea ci ),

fiind statisticd este variabild aleatoare, astfe]

incdt, acum interpretdm estimatorii 6),0. si
0 drept variabilele alcatoare:
0: =m/U;02 =n/V,;0=(m+n)/(U+ V),
not M net 1t
unde : U= Zln(l +X.}; V= Zln(l +Y).
il j=
Prin urmare:

acceptd ipoteza H;, ceea ce¢ inseamnd ci
portofoliul de doud contracte nu poate fi
considerat omogen, deci este eterogen, daci
Acale depdgeste un anumit prag {(nivel) c
{(Acare>C)- intrucat Acale &T€ O exXpresie com-
plicatd, recurgem la Fou pentru a Jua decizia
referitoare la ipoteza nuld Heg (Feae are avan-
tajul unei expresii simple).

Decizia de respingere a ipotezei o, anume:
Acale>c 0 Tnlocuim cu Feye<c), dach 0<Feye<l
sau Foge>cz, dacd Foue»l, deocarece A des-
creste pentru Fe(0,1) 1 creste pentru
Fe(l,02); monotonia lui A in raport cu F
rezultd, interpretind A ca functie de F
(A=MF)) i studiind  semnul  derivatei
acestela; se observa imediat ca A, ca functie
de F, se exprimi astfcl:
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