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Determinarea caracteristicilor lineare optimale din punct de vedere
informational in compresia si decompresia datelor

Conf. dr. Luminta STATE
Catedra de Informaticd, Universitatea Bucuresti
Prep. Citilina COCIANU
Catedra de Informaticd Economici, A.S.E., Bucuresti

Extragerea caracteristicilor liniare revine, in esenta, la un proces de eliminare a redundantei
existente in date, caracteristicile rezultidnd ca functii de elementele de structurs ale spativlui
Jormelor de intrare. Modelele informationale dezvoltate furnizeazd algoritmi foarte eficienti de
compresie/decompresie, reconstructie §i recunoagtere de forme. Este exemplificat algoritmul
RLS, cu aplicatii in compresia/decompresia imaginilor (binare si cu un numdr de 256 nivele de
gri de la alb la negru), calittile sale fiind relevate si comparativ cu un model standard de
extragerede caracteristici, si anume modelul Karhunen-Loeve.

Cuvinte cheie: extractor linear de caracteristici, entropie, layer, vector sinaptic, eroare
Hamming, functie criteriu. :

Fie X vector aleator n-dimensional B(X) =
u, cov(X,.X") = ¥ matrice simetricd gl

zitoare formei X, atunci E(Y)ﬂTTu si
cov(YZYT) = T'S, T. Informatia reciproci

pozitiv definitd. Dacd Te M (R) este un
extractor de caracteristici lineare unde m<n
si Y=T"X este vectorul aleator reprezentind
valorile caracteristicilor selectate corespun-

I(X;T"X) reprezinti o masurd a cantitdtii de
informatie relativ la X retinutd  prin
utilizarea filtrului linear T:

(X T™X) = H(T™)- H{T™X[X)= H(X) - H(X[T"X)20, unde H este entropia Shannon.

Deoarece H(TTX!X)xO, rezultd ¢
H(T X)<H(X), H(X]T"“X) =H(X) - H(TTX),
deci H(XlTTX) reprezinti 0 misurd a pier-
derit de informatie implicate de utilizarea
filtrului linear T. Extragerea de caracteristici
lineare optimale din punct de vedere

informational revine astfel la determinarea
unui filtru T care s minimizeze entropia

conditionati H(X|TTX) , ceea ce este echiva-
.. . . T

lent cu maximizarea entropiei H(T X).

In  continuare vom considera numai

extractori de caracteristici lineare care

conduc la repartitii nedegenerate, matricea . .

Lema 1 Fie Ae Mpa (R), A:uaU”SG M R)

IATSA‘ # (), matrice simetricd. Atunci,

T'S T fiind pozitiv definitd daci si numai
dacd rang(T)=m. Evident pentru orice
TeMuxa (R) astfel fncat T T=L, rezulti
rang(T)=m. Fie, prin notatie, multimea

M(m,n)= {T‘Te M,.,,(R).[T°Z1 %0, 1°T= 1} .

Fie ®=(®;, .., ®,) matricea vectorilor
proprii unitari si A=diag(A4, ..., Ay) matricea
diagonald a valorilor proprii asociate
corespunzatori matricel X; CDTZ(I):A, &
mafrice ortogonald. Determinarea caracte-
risticilor lineare optimale din punct de
vedere informational pentru o repartitie dati,
corespunde problemei variationale:

| (1) sup H(TTX)

TeM(m,n)

S"T‘"Gu” matrice simetricd astfel fncat
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(2) é%ln’ATSA]x 2SA(A™SA)", unde M]n,ATSAI

—»«—In[ATSA[

Demonstratie Notind cu R(A* SAa cofactorul corespunzator componentei ay din matricea
ATSA 1<k, Ism rezulté,

In[A SA|= ]AFSA] P sl = }ATSAI . ;Z 'sa) R(aTsA) |
Componentele matricei —éwlnlATSA[ sunt,
AT 3 AT NV T _a_m_ T
oS v saf 2 (o B I,
n n n a ’
Deoarece —a~(Ar )kl Zzapkcmdq,—zz Iy o q1+zz i A0,
day day o & p=l go1 ot o1 02y
i 0,k # j,1# ]
9 (SA), . k=jl1=j
rezults —gg(ATSA) = (SA), k1= ]
2SA), k=1=]

()btmem astfel,

jA SA|= Z’R TSA

1l

(A SA [(SA )i +2(SA), IR(ATSA)J_}{:

5

_22‘1{ ATSA) ](SA) —2((SA)(A SA))

i

ZIATSAISA(A"‘SA) , deci %m[ATSA[ =2SA(ATSA)!

in concluae

Lema 2 Fie Ae Mype (R), A= ”aﬂn Se Mu(R), S= ”cyu” matrice simetricd. Atunci,

3 ——tr ASA™ }=2AS, unde —»«—tr ASAT = ————-tr ASAT YL
() ufasa’) {rsar) =l Zuf
Demonstratie Deoarcce tr{ASAT} tr{SATA) obtlnem
———wu{ASA }— ZZZO‘ .= o a " i a
}plq!r-:, p=1 g=1 r=l] p=t g=f r=l
2 =2(AS); deci m—tr ASATi=2AS.
;alp pi ( )3 JA { }
Teorema 1 Daci X~N(u,X) atunci SL;p }H(TT ——Z}nl +— 1n2ne unde AZA,>...
TeM(m,n P

ZAnZ.- Ay sunt valorile propm ale matricei de covarianti 3. Multlmea solutiilor problemei

AT1= 4

variationale (1) este {(CI) ..... ‘P[‘P eM, (R),¥"Y = Im}‘
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~ Demonstratie Deoarece X ~N(, X}, pentru orice TeM(m,n), rezultd o T'X~N(TT, TTET),
- dect H(T™X ):g—lannc-k—z*ln’TrLTl. Notim cu S(®)spatiul punctelor critice ale functiei

. obiectiv.

| 1.(T) =In,TT ZT{ Ctr {m(TTT -1 )} unde @ este o matrice simetric,

.. Evident,. pentru orice m -valori proprii ?Lil yeres A

L« T aJm (T)
S(ﬁj)z{ 11"1” eM,,,(R),[T*x1] %0, —> = }

JIn/T" 2]
: aT
ITTZT[ #0 si 2ZT(TTET)Y'=2Tew adici ST=TeT LT,

Obtinem in continuare, T'ST =T Tm TTET. ceea ce evident implicd L= T Tw. In particular,
pentru W=, obtinem S(I,)cM(m,n) .

Deoarece: S(I,) contine punctele de extrem ale functiei obiectiv si pentru orice Te S(I,),
ST=TT'ET, J(T) :111!’1‘7“ ZT|, rezultd in particular ¢i S(In) confine toate soluiile problemei

atr(TcaT"' )

Deoarece EZZT(TTET)'E, =2Tw rezultd cid Te S(W) daci si numai daci

variationale (1).

Fie Y, matricea avind coloanele vectorii proprii unitari ai matricei T'ST $1 Ay, matricea
diagonald a valorilor proprii asociate; T 2T = FoAnPo .

Pentru orice Te S(Iy) rezulti ET = TWoAnY,, adici XT Y =TA, Y., deci componentele
matricei Ay, sunt valori proprii ale matricei ¥ iar coloanele matricei TW,, sunt vectorii proprii

unitari asociati i In!TTE:T! = Z A ;, unde Ay, =diag(/1l.‘ — ) X
i=1

ale matricei X, existd Te S(I,) astfel incét

]:f]xi; £0 i
j=1

1111

| ln[TTZT’:iln?uij . Tntr—adevér, daci T:((I)il,...,d)jm) atunci %‘i:g‘"
=

I

IT=Tdiag(}, x )=T T"ST deci Te S(,,) si lanT2T|n§m:1n M,
=t

TeM{m,n i1 TeM{m.n)

Rezultd  sup )ln‘T'rZﬂzilnki deci  sup I—I(TTx)zéglnki +~g}~in2m unde Aq,...Aqn

sunt cele mai mari m valori proprii ale matricei de covarianti X.
Fie TeS={(®,....,®, )¥]¥ e M, (R), ¥"¥ = I,, Jarbitrar.

00
“i=l

TTET = (@, ..., Om) PF (@, ..., Op) ET=2T deci Te S(I,,).
Deoarece entropia este invariantd fatd de transformarile ortogonale obtinem:

H(TTX)rH(‘{‘T(Q)l,...,<I)m)X)=H((‘I’1,-.-,®m)X)=%ln’(tbl s @) (@, @)

Bvident I((I)l,...,CDH,)TZ(CDI,...,Q)m)

+—r}lln 2me
2

1 < m
=— % InA +—in2ne.
3 2+

Reciproc, fie TeS(I,) astfel incét 1nITTZT1”:Z-In ?Li ;-gqnform celor demonstrate anterior,

T
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TWy = (@y,...,P,), unde W, este matricea avind coloanele vectorit proprii unitari ai matricei

T'ET, deci T =(®,...,d,) ¥, T adici TeS.

in concluzie, pentru repartitia normali,
directiile principale din punct de vedere
informational sunt vectorii proprii  ai
matricei de covarianti, reducerea dimensio-
nalitdtii revenind la selectarea caracteris-
ticilor reprezentate de vectorii proprii
asociafi celor mai mari valori proprii,
Determinarea caracteristicilor optimale din
punct de vedere informational pentru repar-
titii care nu mai sunt de tip normal comportd
un studiu elaborat, frecvent problema deve-
nind de nerezolvat.

In cele. ce urmeazi vor fi prezentate argu-
mente de ordin informational pentru justifi-
carea stmplificdrii problemei prin acceptarea
unui anumit tip de suboptimalitate, caracte-
risticile astfel determinate fiind referite prin
termenul de caracteristici sigure.

Fie Te Mym(R), UeMuyxnm(R) astfel incat
T'T=ly , UTU=,, [T7ET] 20 [uTsu] =0,

TS U=0. Lvident, existd cel putin o pereche
de matrice care si verifice aceste cerinte si
anume T=(®,,..., Py), U= (Dpyyy,...,D,), unde
®,,...,, sunt vectorii proprii ai matricei de
covarianti . _

Fie A=(T, e My(R); rezultd ca
[ATZA|=I"ET|UTSU] # 0. Daca Y=A"X=

(1)
:(Ym), unde Y“)zTTX, Ya):UTX; atunci
Y

cov(YVTN=0, deci YV, Y® sunt
necorelati. In particular, daci X este
repartizat normal, atunci $i Y este repartizat
normal, deci Y, Y® sunt independenti
ceea ce implicd H(X)=H(Y)-In|A|=
=H(T"X)+ H(U"X)-InJA|. Obtinem deci,
H(X'TTX) =HX)-H(T"X)=H(U"X) - InfA],
ceea ce Inseammna ci tentativa de identificare
a unui extractor de caracteristici Te Myxm(R)
suboptimal din punct de vedere informa-
tional poate fi reformulati prin problema
variationala:

(2) inf H(UTX),unde

UeM*{m,n}

M nanj={UUeM, (R U 70 101, )

Fie X vector aleator de medie 1 s1 matrice de
covariantd X. Daci U este o solufie a
problemei (2}, atunci matricea Te Mpm(R)

avand coloanele vectori unitari gi ortogonali
pe vectorii coloand ai matricei U defineste
un - extractor de caracteristici  lineare
“aproape” optimal din punct de vedere
informational.

Conform teoremei Gibbs, pentru orice
Ue M (m,n), are loc inegalitatea:

HU™S)< 222 10 2me + %]n]UTZU' . deci

minimizarea entropiei H(UTX) pe spatiul
* i - S

M (m,n) poate fi realizati selectind

Ue M*(m,n) care minimizeazi termenul
InU2U], deci solutic a problemei variati-

onale min-max:

(3) inf sup  H(),

UeM™ (m,n) feG(UTL.UTEU)

unde G(U UL este clasa functiilor de_

densitate (n-m)-dimensionale, de medie U {w
si matrice de covarianti UTSU,

Caracteristicile lineare definite de matricea
Te Muxn(R), avind coloanele vectori unitari
si ortogonali pe vectorii coloand ai matricei
U, solutic a problemei (3), sunt evident

suboptimale din punct de vedere informa-
tional gi, rezuitind pe baza unui criteriu min-
max, au semnificatia de caracteristici sigure.
Utilizind argumentele prezentate in  de-
monstratia teoremei 1 rezulti ci multimea
solutiilor problemei variationale (3) este

(@i @,V HE € M, (R), ¥ = Ly

unde ®p,.q,..., D, sunt vectorii proprii unitari
asociati celor mai mici (n-m) valori proprii
ale matricei %. In consecintd, caracteristicile
sigure corespunzatoare unei repartitii de
matrice de covarianti ¥ sunt caracteristicile
lineare optimale din punct de--vedere
informational pentry repartitia normald de
matrice  de  covariantd ¥, adici
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(@, @, )¥|F € M, (R), ¥7F = I,}

nde ®y,...,0,, sunt vectorii proprii unitari

= Algoritmul RLS

.Algoritmul RLS furnizeazd o metodd

" eficientd de compresie/decompresic prin
exfragerea optimald a  primelor m
*caracteristici principale ale unei intrir
corespunzand unui proces stationar n-dimen-
- sional (n>m) (X(1).

Y90 L Y®(t)

“XO=1X00, .

YO =1 Y W), ..
Y(t) = Wi(t-Diy (t) Wi(t-DWT (1) X(1).

Functia criteriu  pentru  determinarea
estimatiei filtrului (ponderil) W,, optimali
din punct de vedere al erorii medii pitratice,

ester Jy( Zez(k }, unde &*(k} m{l)ﬁ{k) Y.
k=1

Presupunand cd la toate momentele de tunp
-k, 1<k < t, a fost utilizat filtrul W (t), atunci:

1,00 :%Z(X(k)

X (h' (1)
57 (0, (o)

~

W(t) =

» activarea neuronulul ascuns se face dupd regula: hy(t) =
Y(“)(t)] reprezmta iesirea, detrminatd conform regulii

—W(0h, (1)) (X0 — W, (0h, (),

asociati celor mai mari m valori proprii ale
matricei X.

Extragerea primei caracteristici prin-
cipale

Arhitectura neurald utilizati pentru extra-
gerea primei caracteristici principale contine
3 layere Fx, Fy, Fy, unde Py este layer-ul de
intrare, Fy este layerul de iesire,
IE=|F|=n si Fu este layer-ul ascuns,

]FH| = 1. Reprezentarea arhitecturii:

.+ XP(1)] reprezinti intrarea (proces stationar);

W1y X(0);

Algoritmul RSL pentru determinarea estima-
tiei W, (componentei principale) este:

hy(®) = WTi(t-1) X()

_ B(t-1h()
k(6)= 1+h{t)B(t-1)
Pi) = | 1-k(Dhy(t) ] Py(t-1)
W (6) =W, (t = 1)+ K, (0] (1) = b, (OW, (t - 1)]

Teoremd Algoritmul RSIL permite mvai;area primei componente principale ¢; Ia nivelul
vectorului sinaptic corespunzator neuronulul ascuns' "th (t) c}), , unde ¢; reprezinti vectorul

propriu corespunzator valorii proprii ?»1 a matrlce1 de cova.nanpa % (11 Z2A= .. 2 A,
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Demonstratie

1,(0)= %kz a0 - w, W x0T [0 - W, W (0Xd@0]=

=52XT(k)X(k)~32XT(k>W,(t)wf"mX(k) XX RW, QW] OW,OW (0X(K)

k=

Cum lim -~ 2 XX k) =3, rezultdcam 2 X"XK) =y

t—see L foy k 1

—EX“ W, (OW] ()X () = W (t)[ ZX (k)xm}w] () = WI (O X W, (1)

k t

;ZX FROW, OW OW,OW] OXEK) =W, O WO W,
k=1

Deci (1) = ir T -2W," () T W, () +]W, ()" W/ (9 T W, (1)

grad (1) = -4 X W, (1) +2W, (O W, () T W, () + 2] W, (1)) £ W, (©)
Cam|W, (O £ W, (1) = W, (W, (t) £ W, (t),rezultica :

gradl () =—4 X W () +4W, (OW () T W, (1)

FieS = {w eR” /grad.ri (Vg = o}

Observatii:

1. Toti vectorii proprii ai matricii 2, apartin spatiului S.

Intr-adevir, daci W = 4),, atuncigrad J () gy = =430, +40,0] T ¢, =—4A, q> + 47L 0, = O
2. Once vector nenud din S este unitar.
Intr~adevar daci W e S, atanci:

SW=WWIswWw, szw WITW w”“zw Deci WIE W {1 mw ~—0<:umzeste omw‘
P

definitd si W este nenul, rezulti W 'Y W 20, deci “W”
3. Punctele de minim ale functiei J; sunt exact vectorii proprii corespunzatorl matricil 2.
Intr—adevar fie functiile criteriu I (i= 1 1) definite pe spatiul S astfe]:

(O =t 2WT W+ W W S Wd, (W'W-1), i=n

Cum ”W"r.l pe spatiul S, rezulti ¢ J; () = tr T -W" T W+, (WTW— 1), i=1n

Functiile J; si I, au acelesi puncte critice si aceleasi puncte de minim In raport cu spatiul S.
gradJ, O=~ W+ A W.PeS grad7 (1) =0= T W= AW, deci -._'_'W'réprezintﬁ vectorul
propriu corespunzdtor lui A;. Deci punctele de minim ale functiei J; sunt exact vectorii proprii
corespunzitori matricii 2.

Jl(t)\?v=¢ =ty - Lo, = ij —A; = Z?v j » deci minimul absolut pentru J; corespunzitor
= jEi .
lui W apartinind lui S este dat de W =¢;.

Algoritmul RLS garanteazd minimizarea lui J; ; suprafata de eroare are unul sau mai multe
puncte de minim local, dar valoarea criteriului J; este aceeasi; punctul de minim absolut pentru J;

este ¢, deci, asimtotic, vectorul optimal este ¢; : th {t) = ¢,.
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' jt_t:agéraa_primelor m componente prin-

Ajﬁitectilfa neurald utilizatd In  scopul

extragerii primelor m componente principale
este, cu aceleasi notatii, urméitoarea:

YO0 ... YO0)... YO

-. FY caa e o
L W W

“Fx L
' XD ... X9y .. xWg

FX T‘BF}{ ‘_w‘“—)FY

k=1

CE ?"s_supunan_ .cé la toate momentele de timp

| kel.rl ar fi utilizat filtrul W0 in locul
filtrelor Wi(1),...,Wp(1),

grad (1) =3, (0(d, (k)= W, (O, (k)
k=i

» lar minimul lui J, se atinge pentru

| kz; h, (k)d, (k) =W, (t)g(hp ©) . Fie

Byp® = [ hy(1), ..., hy®]Y, Dy(t) = [dy(1),
co o GF5  obtinem: Dm0 =

- =W,0|R, ([)“2 . deci V\g(t):h (lt P T, ©.

sinaptic vectorul propriu ¢, }Lrgwp(t) =4,

atunci

Reprezentarea internd calculati de arhitec-
tura neurald e datd de vectorii sinaptici intre
Fx si Fy. Antrenarea arhitecturii se reali-
zeaza secvenfial astfel fncit procesul de
antrenare pentru neuronul p incepe cand s-a
decis terminarea procesului de antrenare
pentru neuronul p-1.

Wy = [ Wiy, oo, Wy

hy(t) = WT(t-1) X(0)

Y() = W(t-Dhy() = W(t-1) Wie-1) Xct)
pel.m

D(t) = X(t) - rdspunsul dorit

Réspunsul dorit la momentul de timp ¢ in
procesul de calcul al neuronului p de pe
layer-ul Fy este dat prin relatia:

p-1
450 =X~ 2 W, 0h; ()

Functia criteriu pentru neuronul p la
momentul 7 este dati de relatia:

5,0=1 3 (4, 6)-W, (9h, ()" (4, ()~ w, (b, (k)

T

By (W, () - W, ()R, (k HX&)thimWi(t%W{, (k)hgk)}
i=l

in consecin{d, algoritmul RLS extins pentru

neuronul p este urmitorul:

intrare: X(t) proces stationar de medie 0 $i
matrice de covarianti Y,
hy(t) = W (t-1) X(t)
P,(t—1h (1)
kp(t)= 1+h2(0)P, (¢-1)
Po®) = [ 1-kg(O)hy(t) ] Py(i-1)
W, (0)= W, (1-1)+k, (0 X(0) ~ h, (OW, (£~ 1)

Teoremd. Algoritmul RLS descris pentru antrenarea neuronului p determind asimtotic ca vector

. Demonstratia este similari celei din teorema anterioars (se poate giisiin [11)
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Experimente si concluzii

Algoritmul RLS a fost implementat gi testat
de autori pentru doud clase mari de
probleme, §i anume reducerea dimensionali-
tdtii unui semnal binar, exemplificat in cazul
de fatd prin caractere, respectiv a unui
semnal oarecare, exemplificat prin imagini
cu 256 nivele de gri de la alb la negru.
Testele efectuate au demonstrat, pe de o
parte, un comportament stabil la perturbatii,
iar pe de altd parte, variatii foarte reduse de
informatie la o reducere a dimensionalitdfii
la 0 zecime si, in cazul imaginilor, chiar la o
reducere mai drastica.

Implementarea acestui algoritm in cazul
caracterelor a fost realizatd considerind ca
semnal de intrare un proces stafiomar de
dimensiune 100 (rezultat in urma liniarizari
matricilor caracter 10x10), cu céte 11 instan-
te pentru fiecare literd, dintre care o instantd
reprezentind prototipul literei respective.
Curba de ercare Hamming corespunzatoare
refacerii literelor in urma efectudirii reducerii
numdérului de componente principale (dect a
dnnensmnahta;u) de la 100 (numdrul total
de componente) la 5, cu ‘pasul 13, demons-
. treazd c3 -perturbatii puternice survin in
cazul semnalului redus dupd aproximativ 7
pasi, adicd atunci cind din cele 100 compo-
nente sunt selectate mai pugin de 15 com-
ponente principale.

Rezultatele obtinute prin aplicarea algorit-
mului RLS in cazul semnalelor binare devin
si mai interesante in momentul comparirii
lor cu rezultate similare ale aplicrii unei
metode standard de extragere de caracte-
ristici, si‘anume metoda Karhunen-Loeve; se
remarci astfel ci erorile apdrute la refacere

prin compactarea cu RLS riman acceptabile
dupi o reducere foarte drasticd, in timp ce,
in cazul compactarii cu Karhunen-Loeve,
desi la o reducere micd erorile sunt nesem-
nificative, In cazul unei selectii foarte mici
de caracteristici, erorile sunt mul{ mai mari
decit cele date de RSL.

Pentru exemplificare este prezentatd in
figurile 1 si 2 refacerea unui set de caractere
(selectie asupra literei a) In urma reducerii
dimensionalititii prin metodele RLS si
Karhunen Loeve, in paralel cu prezentarea
curbei de eroare Hamming pentru prototipuri
pentru fiecare caz in parte.

Testele efectuate in cazul unor imagini cu
256 nivele de gri de la alb la negru au
de reducere pe care le oferi acest aigorltm s
in special stabilitatea la erorile survenite in
determinarea efectivd a componentelor prin-
cipale in cazul unor intrdri foarte mari.
Datoritd dimensiunilor foarte man ale unei
imagini liniarizate, modul de implementare
diferd de cel al extragerii caracteristicilor
pentru caractere; astfel,” imagi_néa---nu-es;e
tratatd in intregime la o implementare, ci

linie cu linie, acest lucru neafectdnd, dupi

cum se va vedea, rezultatul refacerii. -
in continuare (figurile 3 si 4) sunt ptézentate -
doud exemple, pentru fiecare mentiondndu-
se doar prototipul intririi 1 rezultatul
refacerii in urma extragerii primelor 3
caracteristici principale(din totalul de 320)
pentru 8 instante n cazul primului exemplu,
respectiv primelor 25 caracteristici princi-
pale (din acelasi total) pentru 35 de instan{e
in cazul celui de-al doilea exemplu.
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Prototipul intrarii Tesirea

Fig. 3. Reducere de la 320 la 3 caracteristici principale (8 instante ale intririi)
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Fig. 4. Reducere de la 320 la 35 de caracteristici pirincipale (35 instante ale intririi)
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