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Non-stationary iterative methods for solving macroeconomic
numeric models
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Macroeconometric modeling was influenced by the development of new and efficient compu-
tational techniques. Rational Expectations models, a particular class of macroeconometric
models, give raise to very large systems of equations, the solution of which requires heavy
computations. Therefore, such models are an interesting testing ground for the numerical
methods addressed in this research. The most difficult problem is to obtain the solution of the
linear system that arises during the Newton step. As an alternative to the direct methods, we
propose non-stationary iterative methods, also called Krylov methods, to solve these models.
Numerical experiments conducted by authors confirm the interesting features of these meth-
ods: low computational complexity and storage requirements.

Keywords: non-stationary methods, rational expectation models.

ntroducere

Modelele macroeconometrice de previziu-
ne reprezintd o clasa speciald de modele ma-
tematice care genereaza sisteme de ecuatii li-
niare sau neliniare de foarte mari dimensiuni.
Un caz special de modele macroeconome-
trice il constituie modelele bazate pe teoria
asteptarilor rationale introdusa de Lucas [5].
Utilizand notatia conventionald [3], un model
dinamic cu asteptdri rationale se poate ex-
prima astfel:

ﬁ(yz,yz-z, coos Yeer Yer1|t-15 -+ 5 YVi+h|t-1 Zt)zo
i=1..n (1)

unde y,+j-; valoarea asteptatd pentru y;+; con-
ditionat de informatia disponibila la sfarsitul
perioadei #-/ iar z; reprezintd variabila exo-
gend. Pentru o solutie consistenta, valoarea
viitoare asteptatd y,.;.; trebuie sd coincida cu
previziunea pentru perioada urmatoare atunci
cand rezolvam sistemul conditionat de in-
formatiile disponibile la sfarsitul perioadei z-
1. Aceste valori asteptate sunt astfel legate n
timp iar rezolvarea modelului pentru fiecare
y; conditionat de o valoare initiala necesita
cunoasterea fiecarui y;+o pentru j= 1,2, ... T
si o valoare de final yr;0j = 1,2, ..., h.

Metoda clasicd de rezolvare a unui astfel de
model este metoda cdii extinse propuse de
Fair and Taylor [3]. Aceasta metoda utilizea-

za iteratii de tip Gauss-Seidel pentru fiecare
perioada de timp, pentru un orizont de previ-
ziune dat. Avantajul metodei este acela ca are
o complexitate redusd dar prezintd dezavan-
tajul unei rate a convergentei reduse.

O alta abordare in rezolvarea modelelor cu
asteptdri rationale este sa scriem ecuatiile (1)
pentru fiecare perioada de timp ¢, caz in care
va rezulta un sistem neliniar de mari dimen-
siuni. Pentru astfel de sisteme propunem
aplicarea metodei Newton de rezolvare a sis-
temelor neliniare impreuna cu tehnici Krilov
de rezolvare a sistemelor liniare. Avantajul
major al metodei Newton consta in conver-
genta sa patraticd. Dezavantajul metodei con-
std 1n rezolvarea unui sistem liniar la fiecare
pas al algoritmului. De asemenea, tot la fie-
care iteratie trebuie calculatd §i matricea
Jacobinana.

Metoda Newton aplicata la modelul (1) con-
std in urmatorul algoritm:

Fie solutia initiala y(0)

For xk = 0,1,2, . until convergence
Calculeazd b(k) = - h(y(k),z)
Calculeazad J(k) = oh(y(k),z)/dy’
Rezolva J( )s(k) = b (k)

v (k+1) = k) + s (k)

end

Fig.1. Algoritmul Newton pentru sisteme ne-
liniare
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In situatia in care sistemul liniar J(k)s(k) =
b(k) este de mari dimensiuni, situatie care
apare des 1n practicd, metodele directe de re-
zolvare a sistemelor liniare nu sunt eficiente
datoritd complexitatii ridicate si a cerintelor
de memorie foarte mari.

Ca o alternativa la metodele directe se pot
utiliza metodele iterative care calculeaza doar
o aproximatie a solutiei, dar acest lucru nu
influenteaza convergenta metodei Newton. O
problema practica dificila este alegerea unui
nivel de precizie al solutiei care sa garanteze
convergenta rapidd a metodei Newton. Vom
defini r(k)=b(k)-J(k)s(k) ca fiind eroarea so-
lutiei aproximative a sistemului liniar la ite-
ratia Newton cu numarul k. Se poate arata [6]
ca metoda Newton este convergentd local da-
ca |[r(k)|/[/bk) || este un sir de valori mai mici
decat 1.

Metode iterative de tip Krilov

Spre deosebire de metodele iterative clasice,
precum Gauss-Seidel sau Jacobi, metodele de
tip Krilov utilizeaza informatii care se modi-
fica de la o iteratie la alta. Pentru un sistem
liniar de forma Ax = b metodele Krilov cal-
culeaza aproximatia x(7) in felul urmétor [9] :

Pentru a calcula vectorul de actualizare d(i)
sunt necesare doar produse scalare de vectori,
operatii de tip saxpy si produse matrice-
vector, ceea ce Inseamna ca aceste metode au
o complexitate scazutd si devin atractive 1n
special pentru sisteme de mari dimensiuni.

Una dintre cele mai cunoscute metode de tip
Krilov este metoda gradientului conjugat ca-
re se aplica pentru sisteme cu matrice sime-
trice pozitiv definite. Ideea de baza a acestei
metode este aceea de a actualiza x(i) in asa
fel Incat sa se asigure o descrestere maxima

. | .
pentru functia obiectiv Ex‘ Ax —x'b menti-

nand in acelasi timp vectorii directie d(i) A-
ortogonali. Metoda gradientului conjugat are
o complexitate redusa, ea poate fi implemen-
tatd doar cu o singurd Inmultire matrice-
vector la fiecare iteratie. In aritmetica exacta
metoda gradientului conjugat calculeaza so-
lutia sistemului in cel mult # iteratii, » fiind
dimensiunea matricei sistemului. O descriere
amanuntitd a acestei metode poate fi consul-
tatd in [4].

O altd metoda din clasa metodelor Krilov es-
te metoda “Generalized Minimal Residuals”
(GMRES)[9]. Pseudo-codul pentru metoda
GMRES este prezentat in figura 2.

x(i)=x(i-1)+d(i) i=12,..
Fie solutia initiala x(0), calculeaza vectorul
reziduu r = b - Ax(0)
o= llrllz, v(1) =x/ p, B =p
for k = 1,2,... until convergence
for § = 1,2, ... k,
h(j, k) = (Av(k))'v(])
end
k . .
vi(ktl) = Av(k) = D h(j.kv())
(ortogonalizare Gram-Schmidt)
h(k+1l,k) = [|v(k+l) |2
v(k+1l,k) = v(k+1l)/h(k+1,k)

end

Fig.2. Metoda GMRES.

Partea dificild a acestei metode constd in a
mentine ortogonalitatea vectorilor v(j). Pen-
tru aceasta, se utilizeazda o ortogonalizare
Gram-Schmidt la fiecare iteratie. Se observa
ca la fiecare iteratie metoda GMRES necesita
memorarea si calculul unui volum mai mare

de informatii. Pentru a evita aceasta dificulta-
te, metoda poate fi restartatd dupa un numar
de m iteratii. Rezultatele obtinute pana la ite-
ratia m vor constitui noua solutie initiala.
Deoarece volumul de calcule si de memorie
utilizata creste la fiecare iteratie pana la
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restartare, parametrul m trebuie ales in func-
tie de problema particulara care este rezolva-
ta, printr-un compromis intre viteza de con-
vergentd pe de o parte respectiv complexita-
tea si volumul de memorie necesar pe de alta
parte. Dacd nu se utilizeazd restartarea, in
aritmetica exacta, solutia este obtinuta in cel
mult # iteratii.

Tot din categoria metodelor Krilov face parte
metoda “BiConjugate Gradient” (BiCG)[4].

Metoda BiCG genereazd doud secvente orto-
gonale de vectorii reziduu » si secvente de
vectori directie A-ortogonali. Actualizarile
vectorilor reziduu si a vectorului directie sunt
similare metodei gradientului conjugat dar
sunt realizate utilizand matricea A si transpu-
sa ei. O versiune imbunatatita a acestei me-
tode, denumitd “BiConjugate Gradient
Stabilized”’( BICGSTAB)[9] este prezentata
in figura 3.

Fie solutia initiala x(0), calculeaza vectorul

reziduu r = b — Ax(0)
po =1, pp = r(0)'r(0), o =
for k =1,2, until
B = (px/ px-1) (/D)
p=r+ B(p- ov)
v = Ap
o = px/ (r(0)’v)
S =r - av
t = As
O = (t’'s) (t't)
x (k) = x(k-1)
r=s - Ot

1, 6 =1,
convergence

p=20, v=20

+ ap + Os

Fig.3. Metoda BICGSTAB

La fiecare iteratie a metodei BiCGSTAB
avem 6 operatii saxpy, 4 produse scalare si 2
inmultiri matrice-vector. Necesarul de me-
morie constd in stocarea matricei A si a 7
vectori de dimensiune #. Totusi, numarul de
operatii in virguld mobila pe iteratie nu poate
fi folosit pentru a compara direct performan-
tele algoritmilor BiCGSTAB si GMRES
deoarece GMRES necesita mai putine iteratii
pentru a ajunge la solutie.
Este binecunoscut faptul ca preconditionarea
sistemului influenteazd drastic convergenta
metodelor Krilov [9]. Preconditionarea trans-
formd sistemul liniar initial in alt sistem cu
aceeasi solutie dar pentru care convergenta
metodelor iterative este mult mai rapida. O
matrice M cu ajutorul carei putem obtine o
astfel de transformare se numeste matrice de
preconditionare iar sistemul obtinut in urma
preconditiondrii este de forma:
M'Ax =M"b 2)
Pentru ca preconditionarea sa fie eficienta
trebuie ca M sa fie usor de calculat. In ex-

perimentele noastre am utilizat o preconditi-
onare de tip ILU.

Rezultate experimentale

Pentru a efectua un studiu comparativ al per-
formantelor metodelor iterative de tp Krilov,
am considerat rezolvarea unor sisteme nelini-
are cu un numar de variabile cuprins intre
10000 si 38000. Am experimentat utilizarea a
doud metode iterative de rezolvare a sisteme-
lor liniare ce apar la fiecare iteratie Newton:
GMRES si BICGSTAB. Limita de eroare in
obtinerea solutiei a fost fixatd la 10™* pentru
toate metodele.

Am implementat algoritmii descrisi In aceas-
ta lucrare in limbajul C++ iar programele au
fost rulate sub sistemul de operare Linux.
Metode GMRES a utilizat o restartare dupa
40 de iteratii. Din rezultatele obtinute consta-
tam cd ambele metode sunt performante, cu
un plus pentru metoda BICGSTAB care ne-
cesitd mai putind memorie si realizeaza mai
putine operatii in virguld mobila.

In tabelul 1 este prezentat numarul de opera-
tii in virguld mobila efectuat la fiecare itera-
tie precum §i necesarul de memorie.
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Tabelul 1. Numarul de MFLOP/iteratie si necesarul de memorie

GMRES(40) BiCGSTAB
Dimensiune | MFLOP | Necesar Memorie (Mb) | Size | MFLOP | Necesar Memorie (Mb)
10000 2100 3.15 10000 723 1.44
14000 4800 4.90 14000 | 2880 1.92
18000 14100 6.25 18000 | 12800 3.07
22000 29500 8.10 20000 | 27500 3.51
26000 58000 9.21 26000 | 52000 4.60
30000 125000 11.10 30000 | 112000 5.66
34000 140000 124 34000 | 120000 7.22
38000 200000 14.0 38000 | 175000 8.20

—+— GMRES = BiCGSTAB

200000

180000
160000 4

140000 4

/

—

120000

100000

MFLOP

80000 -

60000
40000
20000

0 T T T T T
10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Dimenisunea matricei

Fig.4. Numarul de operatii in virgula mobila
(MFLOP) pe iteratii pentru cele doud meto-
de.
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Fig.5. Necesarul de memorie pe iteratie.

Concluzii

Algoritmul Newton de rezolvare a sistemelor
neliniare combinat cu o metoda iterativa de
tip Krilov pentru rezolvarea sistemului liniar
ce apare la fiecare iteratie Newton reprezinta
o alternativa de luat In seama la metodele di-
recte bazate pe factorizare LU. Atat comple-
xitatea cat si necesarul de memorie sunt mai
mici in cazul metodelor iterative de tip
Krilov in comparatie cu factorizarea LU.
Singura problema care apare 1n aceasta situa-

tie este legatd de rata de convergentd a meto-
delor iterative care uneori poate fi destul de
redusa.
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