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The principal aim of this article is to present shortly the main existent approaches of uncer-
tainty used generally in computer systems, especially in expert systems. The natures of uncer-
tainty determine what theory is useful in every case. I remind here about the probability the-
ory in case of objective uncertainty, possibility theory and evidence theory in case of subjec-
tive uncertainty and fuzzy theory in case of vagueness of linguistic terms. Also, in many points
of article I emphasize the main difference between presented theories.

Keywords: fuzzy set, evidence, possibility, probability, necessity, plausibility, consistence, be-

lief.

ntroducere

De-a lungul timpului s-a observat ca reali-
tatea si in general cunoasterea umana este in-
certd, si aceasta din cauza unei game variate
de surse de incertitudine: ambiguitate, in-
completitudine, incorectitudine, imprecizie,
comportamente aleatoare etc. Solutionarea
unor probleme invaluite de incertitudine im-
pune folosirea cunostintelor incerte, emularea
gandirii umane prin intermediul unui sistem
informatic impune dezvoltarea unor metode
inferentiale incerte §i inexacte .
Incertitudinea poate prezenta mai multe fate-
te. Ne putem confrunta cu asa numita incerti-
tudine aleatoare ce rezultd din faptul ca un
sistem poate avea un comportament aleator.
O mai Intalnim si sub denumirea de incerti-
tudine stochastica sau incertitudine obiectiva.
De asemenea reintalnim in viata reald si asa
numita incertitudine epistemica sau subiecti-
va, datorata lipsei de informatii despre un sis-
tem de evenimente. In plus, chiar daci nu ne
confruntam cu o lipsd de informatie, o situa-
tie de incertitudine poate aparea datoritd se-
manticii vagi sau ambigui a unor concepte.

2. Metodologie

2.1 Incertitudinea stochastica

Incertitudinea stochastica poate fi modelata
foarte usor cu ajutorul teoriei probabilitatilor
bayesiene, teorie aplicabild in acele situatii in
care evenimentele sunt bine precizate dar
aparitia lor este incerta din cauza lipsei de in-
formatie. Interesul privind calculul probabili-
tatilor in sistemele expert a crescut mult dupa

succesul remarcabil obtinut in sistemul
MYCIN.

Probabilitatea unui eveniment este un numar
bine determinat, ce caracterizeaza sansa de
realizare a unui eveniment. Cateva proprietati
ar fi urmatoarele:

P(0)=0;

0<=P(A)<=1

> P(A1)=1 unde Al...An un sistem complet
de evenimente

P(—A)=1-P(A)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) (formula lui
Poincare)

P(B/A)=P(ANB)/P(A) unde P(B/A) este pro-
babilitatea conditionata a lui B fatd de A. Da-
ca evenimentele sunt independente atunci
P(ANB)=P(A)*P(B)

Inegalitatea lui Boole
P(A1INA2...An)>=P(A1)+P(A2)...+P(An)-
(n-1)

Formula probabilitatii totale

Daca A1,A2...An este un sistem complet de
evenimente si X un eveniment oarecare
atunci
P(X)=P(A1)*P(X/A1)+...+P(An)*P(X/An)
Formula lui Bayes

Daca A1,A2...An este un sistem complet de
evenimente si X unul dintre acestea atunci
P(Aj/X)=(P(A)*P(X/A)))/P(X).

Intr-o regula de productie IF A THEN B, fi-
ind cunoscuta probabilitatea P(A), cu ajuto-
rul regulii bayesiene putem identifica proba-
bilitatea concluziei, data de wvaloarea lui
P(B/A).



Revista Informatica Economica, nr. 4 (36)/2005

103

2.2 Incertitudinea epistemica

In cazul incertitudinii subiective, probabilita-
tile nu mai pot fi aplicate din cauza lipsei de
informatii. Prin urmare, s-a incercat dezvolta-
rea altor teorii care sd modeleze incertitudi-
nea epistemicd. Printre acestea se numara si

.....

.....

pentru prima datd de Lotfi Zadef, parintele
multimilor fuzzy. Unul dintre conceptele
butia acesteia. Punctul de plecare 1-a repre-
zentat notiunea de restrictie fuzzy. Pentru a
intelege ce este aceasta, sd ne imagindm un
geamantan cu pereti elastici si unul inelastic.
Pentru cel cu pereti tari, volumul acestuia es-
te o valoare unicd, bine stabilitd. Pentru cel
cu pereti elastici, volumul depinde de gradul
de inghesuire al obiectelor in acesta. Acest
grad de inghesuire poate fi foarte bine repre-
zentat de o functie similara functiei de apar-
tenentd a unei multimi fuzzy. Astfel distribu-
functia de apartenentd a unei multimi fuzzy
(restrictie fuzzy), avand insd o interpretare
diferita.

Dpos: L->[0,1]

Daca Dpos(x)=0 x este imposibil

Daca Dpos(x)=1 x este cu certitudine posibil
Sa ludm urmatorul exemplu. “Ion este tanar”.
In teoria multimilor fuzzy, gradul de aparte-
nentad este interpretat ca un grad de compati-
bilitate a varstei lui Ion cu conceptul tanar. in

.....

ne oferd un exemplu foarte concludent.
“Hans mananca x oud la micul dejun. Distri-
masurd a usurintei cu care Hans mananca x
oud, in timp ce distributia probabilitatii se
obtine in urma observdrii lui Hans la micul
dejun, intr-o anumitd perioadda de timp, in
scopul surprinderii frecventei cu care Hans
mananca x oua.

ne oferd o situatie completa a incertitudinii,
s-a incercat introducerea unor masuri mai

care masoard gradul de consistentd sau de
plauzibilitate a unui set de evenimente si este
dat de P:X->[0,1] unde P=max(Dpos(x)).
Aceasta prezintd mai multe proprietati:
P(0)=0; P(1)=1;

P(AUB)=max(P(A),P(A),
P(ANB)<min(P(A),P(B)).

sura necesitatii care masoara gradul de certi-
tudine sau de sigurantd a unui anumit set de
evenimente. Ea este datd de functia N:X-
>[0,1] unde N(A)=1-P(—A).

Alte proprietdti ale acesteia:
N(ANB)=min(N(A),N(B))
N(AUB)>max(N(A),N(B))
Min(N(A),N(—A))=0

P(A)>N(A)

Daca N(A)>0, = P(A)=1

P(A)<1, = N(A)=0

Masura de necesitate si masura de posibilita-
te se comporta ca limite ale unui interval in
care ar fi continutd probabilitatea lui A. De
aceea se mai spune ca notiunea de posibilita-
te este o generalizare a notiunii de probabili-
tate. Exista chiar si metode prin care se poate

ege ey

g vyt

“Principiul rationdrii incomplete” a lui

Laplace.
reprezentatd si cu ajutorul unui indicator ce ia
valori 1n intervalul [0, 1]. Astfel, fiecare cu-
nostintd incertd este reprezentata sub forma
unui tuplu (p,a), unde p este acea cunostinta
iar a este un indicator ce poate avea mai mul-
te interpretari. Fie reprezinta limita minima a
gradului de certitudine a acelei cunostinte
N(p)>a, fie este doar un indicator de priorita-
te al acelei cunostinte, util in operatii de or-
donare.
O modalitate de rationament in teoria posibi-
litatii ar fi adaptarea lui “modus ponens”.
Astfel, o generalizare posibila a lui modus
ponens, care ne oferd posibilitatea si necesi-
tatea lui B, cunoscandu-le pe cele a lui A si
A->B, poate fi urmatoarea:
Daca P(A->B)>=a

N(A->B)>=b
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P(A)>=c
N(A)>=d

Atunci P(B)>=max(a*v(at+d),c*v(b+c))

N(B)>=min(d,b)
Unde v(x)=1 daca x>1

0 dacd x<=1

O alta abordare a incertitudinii epistemice es-
te cea reintalnitd 1n teoria evidentei lui
Dempster si Shafer. Aceasta teorie este o ex-
bilitatea nu mai este asociata doar unui singur
eveniment, ci unui set de evenimente. Cu al-
te cuvinte, analizdm un eveniment prin in-
termediul subevenimentelor componente. De
asemenea, dupa cum am mai amintit, incerti-
tudinea este caracterizatd de un interval de
valori si nu doar de o anumita valoare.
Exista trei functii importante in teoria evi-
dentei: functia probabilitatii de baza (bpa),
functia de incredere (bel) si functia de plau-
zibilitate(pl).
Functia probabilitatii de baza nu se refera la
o probabilitate in sensul clasic. Ea este o
functie definitd pe multimea partilor unei
multimi cu valori in intervalul [0,1]
m:P(X)->[0,1]
m(0)=0
> m(A)=1 unde AeP(X)
ce caracterizeazd evidenta cu care putem
afirma ca un element din X face parte dintr-o
anumitd submultime A.
Pornind de la bpa, putem determina cele do-
ua limite care caracterizeaza incertitudinea
unei cunostinte.
Limita inferioara este datd de functia de in-
credere. Aceasta reprezintd suma evidentelor
tuturor submultimilor unei multimi.

Bel(A)= Y m(B)

B|Bc A
Limita superioard a acestui interval este data
de functia de plauzibilitate, avand ca formuld
de calcul
Pl(A)= > m(B)
B|BNA#0
In plus, cele doud misuri pot deriva una din
cealalta.
Pl(A)=1-Bel(—A4)
unde —A este complementul clasic al unei
multimi A.
Bel(—A)= > m(B)
B|BNA=0
Si-n acest caz, cele doua limite, Bel si Pl pot
reprezenta limitele inferioard, respectiv su-
perioara a probabilitétilor clasice.
In ceea ce priveste inferenta, in teoria eviden-
tei se aplica regula combinationala a lui
Dempster. Originea acestei reguli o reprezin-
ta formula lui Bayes. Masurile rezultatelor
inferentiale, increderea si plauzibilitatea vor
fi calculate pe baza probabilitatilor primare.
Probabilitatea primard asignatd unei combi-
natii a doud seturi de evenimente indepen-
dente B si C este data de formula

> m (B)m,(C)

m, ,(A) =+#24

b

1-K

unde K = Zml (B)m,(C), K este un factor
BNC=0

de normalizare care are rolul evitarii conflic-

telor dintre evidente.

Exemplu:

ml({D})=0.8,m1({D’})=0,m1({D,D’})=0.2

m2({D})=0.9,m2({D’})=0,m2({D,D’})=0.1

M2 (D} D} {D.D’}
ml 0.9 0 0.1
D} 0.8 0.72 0 0.08
D’} 0 0 0 0
D,D’} 0.2 0.18 0 0.2

(2 cazuri XNY=0,m1({D})Nm2({D’})
ml({D’})Nm2({D})
K=1-0-0=1
mlom2({D})=1(0.72+0.08+0.18)=0.98
mlom2({D’})=1*0=0
mlom2({D,D’})=1*0.02=0.02

Modelarea incertitudinii unei reguli de pro-
ductie IF B THEN A va fi realizatd printr-o
probabilitate primard conditionatd. Aceasta
nu este altceva decat un caz special al aplica-
rii regulii lui Dempster. Astfel probabilitatea
primara a lui A va fi calculata cu urmatoarea
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>, m(C)

CNB=4
> m(C)
CnB#0
sau, cu ajutorul indicatorilor de incredere,
Bel(AN B)— Bel(B)
1-Bel(B)
In cazul in care apar situatii caracterizate de
un numdr mare de informatii conflictuale, re-
gula lui Dempster trebuie ajustata, rezultatele
nemaifiind elocvente. O serie de cercetatori
au Incercat modificarea regulii combina-
tionale a lui Dempster, printre care ii amin-
tim pe Yager, Inagaki, Zhang, Dubois, Prade.
Pentru exemplificare, vom aminti regula mo-
dificatd a lui Yager. Acesta face o distinctie
clard intre probabilitatea primara m si ceea ce
el numeste probabilitatea de fond, notatd cu
g. Probabilitatea de fond combinata ar fi ur-
matoarea
g(A)= 3 m(B)m,(C)
BNC=4
De remarcat ca dispare factorul de normali-
zare K. Daca la Dempster, m(0)=0, la Yager
q(0)>=0, unde q(0) are ca formula de calcul,
cea a lui K din regula lui Dempster, fiind de-
numit gradul de ignoranta. Astfel probabilita-
tea primara a lui Yager la nivel de subset este
numeric egald cu probabilitatea de fond, dar
in schimb la nivel de set universal probabili-
tatea primara se calculeaza in felul urmator:
m’(X)=q(X)+q(0). Se observa faptul ca nor-
malizarea nu se mai face la nivel de subset, ci
doar la nivel de set universal.
Trebuie sa retinem ca probabilitatea primara
a lui Dempster nu este acelasi lucru cu pro-
babilitatea primard a lui Yager. Dacd la
Yager, m(A)=q(A), la Dempster
m(A)=q(A)/1-q(0).

formuld: m,(A4) =

Bel,(A) =

2.3 Ambiguitatea termenilor lingvistici

Sa prezentam in cele ce urmeaza, modalita-
tea de modelare a incertitudinii determinata
de ambiguitatea unor termeni lingvistici.
Logica fuzzy se doreste a fi o extindere natu-
rala a logicii booleene, in sensul introducerii
unei infinitati de valori de adevar intre fals si
adevarat, valori de adevar exprimate cu aju-
torul unui numar real din intervalul [0,1]. A
fost fundamentatd teoretic de catre Lotfi
Zadeh.

Daca X este o colectie de obiecte, atunci o
multime fuzzy este o multime de perechi or-
donate:

A={(x,p(x))xEX}

unde p:X->[0,1] poartd denumirea de functie
de apartenenta a lui x in A . Valoarea 1 sem-
nificd apartenenta totald in timp ce valoarea 0
semnificd neapartenenta.

Logica fuzzy este o extindere a logicii clasice
booleene, asa incat vom regasi toate operatii-
le principale AND, OR, NOT.

Moy g = MAX( Ly, fhy)
Myorp =min( e, f1y)

Hyor 4 =1—p,
Relatiile fuzzy sunt submultimi fuzzy de
XxY. Daca X, Y in R, atunci

Rel={(x,y), tt,,(x, y)) | (x,y) € X xY}  se
numeste relatie fuzzy pe XxY.

Daca R si Z sunt doua relatii avand acelasi
univers al discursului, atunci

/uRuZ (x> y) = maX(/uR (X, y)a :uZ ()C, y))

Hpez (X, ) =min( g, (x, y), p, (X, ¥))
Relatiile fuzzy pot fi combinate intre ele prin
aplicarea regulii compozitionale a multimilor
fuzzy.

RleR2= {(x’z)’max(min(/uRl (X,y),lLle(y,Z)))|x€X,yEY,Z€Z}

Daca R1(x,y), (x,y) in XxY si R2(y,z),(y,z)
in YXZ sunt doua relatii fuzzy atunci

Unul din instrumentele de bazad ale logicii
fuzzy si rationamentului aproximativ il re-
prezinta variabila lingvistica.

O variabila lingvistica este un quintuplu (X,
T,G,U,M) unde

1. x este numele variabilei lingvistice

2. T este multimea valorilor lingvistice ale

variabilei lingvistice, T fiind numarabila

3. G este o gramatica ce genereaza elemente-
ledin T

4. U este universul discursului, adica multi-
mea suport a tuturor multimilor fuzzy atasate
valorilor lingvistice

5. M este o reguld semanticad ce atageaza
unei valori lingvistice semnificatia sa
Exemplu: variabila lingvistica “varsta” poate
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avea mai multe valori lingvistice ca “batran”,
“tanar” etc., flecareia dintre acestea
corespunzandu-i o multime fuzzy. Ca univers
al discursului, in cazul de fata putem lua in-
tervalul [0,100], varsta unui om incadrandu-
se de cele mai multe ori in acest interval.

M (batran) = {(x, 1,,,,,(x)) | x €[0,100])

Asupra valorilor lingvistice putem aplica asa
numitii modificatori, care au ca principal rol
modificarea gradului de apartenentd a multi-
milor fuzzy aflate in spatele lor, sau, altfel
spus, redesenarea aspectului grafic al functiei
de apartenentd aferentd acestora. Cu ajutorul
acestora, putem reprezenta expresii de forma
“foarte tdnar”, mai mult sau mai putin ba-
tran”, “destul de tanar etc. De exemplu, foar-
te A=con(A), mai mult sau mai putin A=
dil(A).

Modelele matematice cele mai frecvente fo-
losite pentru modificatori sunt

e concentratia 41, , (x) = (,(x))’

o diluarea 1, (x) = (1, (x)"?
¢ intensificarea contrastelor
2(p,(x))* for u,(x) €[0,0.5]
Hini( ) (x)= )
1-2(01—p,(x))" altfel
e accentuatori si dezaccentuatori
IuplusA (x) = (/uA (x))l'25

Hrinusa (¥) = (44 (x))0.75

Regulile de productie fuzzy nu difera ca for-
ma de cele clasice “Daca x este A atunci y
este B”. Dar in acest caz, X §i y sunt variabile
lingvistice iar A si B valori lingvistice.
Pentru a putea executa inferente putem apela
ca si in cazul logicii clasice la modus ponens,
intr-o forma adaptatd. Pentru aceasta avem
nevoie de definitia operatorului “implicd” in
termeni fuzzy. In literatura de specialitate re-
gasim mai multe definitii, ca de exemplu:
Early Zadeh I(x,y)=max(1-

X,min(x,y))
Lukasiewicz ----- I(x,y)=min(1,1-x-y)
Mamdani = ----- I(x,y)=min(x,y)

unde x este gradul de apartenenta al premisei,
y gradul de apartenentd al concluziei iar I
gradul de apartenenta al implicatiei.

Daca A, A’,B, B’ multimi fuzzy atunci mo-
dus ponens generalizat arata astfel:

Premisa: x este A’
Implicatie: Daca x este A atunci y este B

Concluzie: y este B’

Pasii principali ai unei proces inferential ar fi
urmatorii:

o fuzificarea intrarilor, adica transformarea
intrdrilor in multimi fuzzy, dand o anumitd
forma functiei de apartenenta;

e aplicarea operatiilor fuzzy cunoscute, de
regula AND, OR, NOT

e aplicarea operatorului de implicatie, pre-
luand una dintre definitiile dorite

e agregarea rezultatelor (transformarea
functiilor de apartenenta ale tuturor regulilor
intr-una singurd prin operatii de Insumare,
maximizare etc.)

o defuzzificarea — transformarea rezultatului
obtinut mai sus In numere discrete; consacra-
te fiind mai multe metode: metoda
centroidului, minimul maximelor, maximul
maximelor, media ponderata a maximelor,
metoda bisectoarei etc.

3. Concluzii

Metodele prezentate mai sus trebuie aplicate
cu mult discernamant. In functie de incertitu-
dinea cu care ne confruntdm la un moment
dat, trebuie sa stim sa alegem teoria adecva-
ta. In cazul incertitudinii aleatoare, teoria
probabilitatilor este cea mai buna. Probabili-
tatile trebuie cunoscute “a priori”, putdndu-se
deduce din serii statistice sau date de un ex-
pert. Dar, oricat de bun ar fi un expert, este
dificil sa se ofere probabilitatile apriorice, cu
atat mai mult cu cat, in general, dupa cum o
dovedesc experimentele, subiectii nu ratio-
neazd in domeniul incertitudinii cu ajutorul
probabilititilor. In plus, sunt necesare multe
serii de observatii pentru a cunoaste valoarea
probabilitétilor.

In cazul incertitudinii subiective, teoriile evi-

.....

.....

doar un simplu indicator pentru cuantificarea
incertitudinii, ci se apeleaza la doi indicatori
sub forma unui interval. Ambele teorii recu-
nosc tot doud valori de adevar, respectiv ade-
varat sau fals, Tncercand sa surprinda tendinta
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unor cunostinte incerte inspre una dintre va-
lorile booleene. De asemenea, indicatorii nu
vor mai fi definiti pe un singur eveniment ci
se vor defini pe seturi de evenimente asa in-
cat incertitudinea unei eveniment va fi mode-
lata prin intermediul setului de evenimente ce
provoaca evenimentul initial. in plus, propri-
etatea de aditivitate nu se mai respectd. Prin
aditivitate Intelegem faptul ca, fiind cunoscu-
td valoarea unui indicator pentru un anumit
eveniment, automat cunoastem si valoarea
indicatorului pentru nerealizarea evenimentu-
lui, (adica “ind+NON(ind)=1"). In cazul de
fata, dupa cum observam si-n graficul de mai
jos, ind+NONind<l, intervalul [x,y] repre-
zentand incertitudinea ce nu poate fi cuantifi-
cata.

B WY, I O — ly ---NON ind-

In situatiile de ambiguitate lingvistica, mul-
timile fuzzy reprezintd varianta cea mai po-
trivita. In plus, chiar si incertitudinea episte-
mica amintitd mai sus poate fi modelatd cu
ajutorul acestora, insd acceptind ipoteza
multitudinii valorilor de adevar.

Succesul sistemelor informatice ale viitorului
va depinde intr-o mare masurd de capacitatea
acestora de a implementa incertitudinea. Intr-
o societate in care totul evolueaza foarte ra-
pid, schimbarea fiind omniprezenta, in care
volumul informational creste exponential, in
care problematicile de solutionat devin din ce
in ce mai complexe datoritd multitudinii de
factori si relatii, manevrarea incertitudinii cu
ajutorul calculatorului devine o necesitate
stringenta.
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