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Nucleul unei economii de piata cu productie 
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This article presents details of market with production. We define a Walrasian equilibrium and 
optimal Pareto equilibrium for this economy. We presents also for this economy, the links among 
kernel of economy, Walrasian  equilibrium and Pareto optimum. The article explains these 
connections giving many examples. 
Keywords: economy with production, competition, equilibrium, Pareto optimum, Walrasian 
equilibrium, kernel of economy. 
 

Definirea economiei de piata cu produc-
tie 

Fie economia A  formata din N consumatori, 
n - marfuri si F - firme producatoare. Fie, de 
asemenea, },...,,...2,1{ NiC = - multimea con-
sumatorilor si },...,...,2,1{ FfP = - multimea 
producatorilor. Se fac urmatoarele notatii su-
plimentare: 
- fY - multimea productiilor posibile la nivelul 

firmei f , Ff ,...,2,1= , cu n
f RY ⊂ ; 

- fy - vectorul de productie posibil la nivelul 

firmei f , Pf ∈  (deci ff Yy ⊂ ); 
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cu 0>fjy - însemnând ca bunul j  este obtinut 

de firma f ; 0<fjy , bunul j  este input pentru 

firma f ; 0=fjy , bunul j  fie nici nu se produ-

ce, nici nu se consuma, fie cât se produce se si 
consuma în procesul tehnologic; 

fYyf pyp
ff ∈

= max)( *π - reprezinta profitul maxim 

la nivelul firmei f ;  
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reprezinta multimea productiilor totale la nivelul 
economiei A . Y f

f
YX= (produs cartezian dupa 

f din fY )- reprezinta multimea alocatiilor de 

productie posibile, la nivelul economiei A . 
În acest caz, când exista si productie, vectorul 
de consum la nivelul consumatorului i  este dat 
de: 
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, cu 0≥ijx , 
_

,1)( nj =∀ , kj ≠  

si 0<ikx , reprezinta consumul de forta de 
munca. 
Ca urmare, restrictia de buget va avea urmatoa-
rea forma: 

}/{)( iiiii MpxXxpRB ≤∈=  (1) 
unde iM - reprezinta venitul gospodariei i , si 
anume 

∑
=
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F

f
fifii pdxpM

1

*))((π  (2) 

ixp - venitul din dotarea initiala; 

∑
=

F

f
fif pd

1

*))((π - venitul din profitul firmelor, la 

care gospodaria i  detine actiuni; 
Termenul ifd - reprezinta partea din profitul fir-

mei f  ce revine consumatorului i , cu: 

1
1

=∑
=

N

i
ifd , iar )( *pfπ  reprezinta profitul fir-

mei f  

1 
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se deduce ca restrictia de buget devine: 
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Definitia 1. (definirea economiei de piata cu 
productie): Multimea: 

}}/{},/,,,{{: PfYCixPSXpA fiii ∈∈= )3(  

reprezinta o economie de piata cu productie, 
daca: 
a) sunt îndeplinite ipotezele a) - d) de la defini-
tia economiei de schimb pur; 
b) în plus avem: 
b1) fY∈0 , adica firma f  are posibilitatea de a 

nu desfasura nici o activitate; 
b2) fY  este o multime închisa, adica daca 

t
t
fy }{  este un sir de productii posibile si daca 

t
fy  este apropiata de 0

fy , atunci rezulta ca si 

vectorul de productie 0
fy  este posibil; 

b3) fY  este o multime convexa, adica oricare ar 

fi 1
fy  si 2

fy  apartinând multimii fY  atunci si 

fff Yyy ∈−+ 21 )1( λλ , ]1,0[)( ∈∀ λ . Aceasta 

ipoteza de convexitate a multimii fY  atrage du-

pa sine divizibilitatea si aditivitatea bunurilor din 
fY . 

 

2. Echilibrul Walrasian si optimul Pareto 
într-o economie de piata cu productie 
Fie multimea alocatiilor de consum X  si multi-
mea alocatiilor de productie Y , definite în mod 
uzual si ),( yxw =  o alocatie de consum si de 
productie la nivelul economiei A , cu:  

),...,,(, 21 NxxxxXx =⊂  
),...,,(, 21 FyyyyYy =⊂  

reprezentând cele doua alocatii. 
Definitia 2. Alocatia ),( yxw =  de consum si 
de productie, definita la nivelul economiei A : 

}}/{},/,,,{{: PfYCixPSXpA fiii ∈∈=  

este fezabila, daca sunt îndeplinite urmatoarele 
conditii: 
a) ii Xx ∈  si ff Yy ∈ , oricare ar fi PfC ∈, , 

adica fiecare vector de consum si de productie 
din alocatia de la nivelul economiei A , este po-
sibil. 
b) ∑∑∑

∈∈∈

+≤
Ci

i
Pf

f
Ci

i xyx  (4) 

adica cererea totala din fiecare bun, la nivelul 
economiei, nu trebuie sa depaseasca oferta to-
tala - care este formata din oferta de productie 
si oferta din dotarea initiala. 
Relatia (4) mai poate fi scrisa, în termeni ai ce-
rerii nete, la nivelul economiei A : 

∑∑
∈∈
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Pf

f
Ci

ix yx  )4( ′  

Se noteaza cu: 
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multimea alocatiilor de consum si de productie 
fezabile la nivelul economiei cu productie A . 
Definitia 3. Alocatia ),,( *** yxp  reprezinta 
un echilibru Walrasian, pentru economia de pia-
ta cu productie A , daca sunt îndeplinite urma-
toarele conditii: 
a) 0* >p ; 
b) ),,(),( *** PCAFyxw ∈= , adica alocatia 
de consum si productie este.posibila la nivelul 
economiei; 

c) CipDx ii ∈∀∈ )(),( ** , deci la nivelul fieca-
rui consumator i , se obtine utilitatea maxima;  
d) ∑∑

∈∈

=∆
Pf

f
Ci

ix yx ** , cu )( ** pSy ff ∈ , adica 

cererea neta din fiecare bun, la nivelul economi-
ei, este egala cu oferta, cu vectorul oferta *

fy  

ce maximizeaza profitul la nivelul fiecarei firme 
f . 

Observatie: Echilibrul Walrasian ),,( *** yxp  
mai este cunoscut si sub denumirea de echilibru 
concurential (competitiv sau necompensat). 
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Exemplul 1. Fie economia A  formata din doi 
consumatori, }2,1{=C , doua firme }2,1{=P  
si doua bunuri (n=2). 
Preferintele consumatorilor sunt reprezentate 
prin functiile de utilitate: 

αα −−= 1
2121 ),( iiiii xxxxU , 2,1=i , iar dotarea 

initiala la nivelul fiecarui consumator este: 
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0
0

ix , oricare ar fi 2,1=i . 

Multimea productiilor posibile la nivelul econo-
miei este: 
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deci la nivelul agregat al economiei, bunul 1 
constituie singurul input folosit pentru obtinerea 
bunului 2. 
Fie functiile cererii la nivelul fiecarui consuma-

tor:
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si ),( 21 ppp =  vectorul preturilor pentru cele 
doua bunuri, cu 121 =+ pp . 
Din definitia echilibrului Walrasian, vom avea ca 
cererea efectiva din bunul 1 la nivelul economiei 
A  este: 

0725)()( 2111
*1 ≤−=−−=+= pxpxy , 

iar pentru bunul 2, din conditia de echilibru a 
cererii cu oferta se deduce: 
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Presupunând =*p (0,5, 0,5) rezulta ca 
08*2 >=y  si *1*2 2yy −≤  (adevarat). 

Deci, alocatia de productie optima la nivelul 
economiei în echilibru Walras este 
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7*y . 

Înlocuind vectorul preturilor =*p (0,5, 0,5) în 
)( *pDi  se obtine alocatia de consum la echili-

bru, 
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Optimul Pareto (OP(A)) 
În economia de piata cu productie A , optimul 
Pareto este de aceeasi forma cu cel determinat 
pentru o economie de schimb pur. 
Definitia 4. O alocatie de consum si productie 

),( yxw = , fezabila, este dominata în sens 
Pareto, daca exista o alta alocatie 

),( yxw ′′=′ , fezabila, la nivelul economiei A  
pentru care iii xx f′ , Ci ∈∀)( . 
Se noteaza cu: 

 

)},,(),()/(),,({:),,( PCAFyxwPCAFwPCADom ∈′′=′∃∈=  a.î ,iii xx f′ }Ci ∈∀  )(  (5) 
 

Cu aceasta definitie, a alocatiei de consum si 
productie ),( yxw ′′=′  dominata în sens 
Pareto, se poate caracteriza alocatia w  din 
punct de vedere al optimului Pareto. 
Definitia 5. O alocatie ),( yxw =  reprezinta 
un optim Pareto daca: 
a) ),( yxw =  este fezabila; 
b) alocatia ),( yxw =  nu este dominata de nici 
o alocatie ),( yxw ′′=′ ),,( PCAF∈  
Deci ),,(\),,(: PCADomPCAFOP =  (6) 
Între echilibrul Walrasian si optimul Pareto exis-
ta urmatoarea relatie: 
Teorema 1. Pentru o economie de piata cu 
productie A  avem ca: 

)()( AOPAEW w ⊂ .(7) 
Demonstratie: 
Se face prin reducere la absurd. 
Fie ),,( *** yxp  echilibrul Walrasian, dar 

)(),( ** AOPyx ∉ . 
Din definitia optimului Pareto, rezulta ca 

),,(),( ** PCADomyx ∈ , adica exista o alo-
catie ),,(),( PCAFyx ∈′′  astfel încât 

*xx Cf′ . 
Rezulta deci ca )( iixix xPSx ∆∈′∆ , Ci ∈∀)( . 
Din definitia echilibrului Walra-sian avem ca 

0>′∆ ix xp  si deci: 

0>′=′⋅′∆⋅ ∑
∈

ypxxp i
Ci

ix  (8) 
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Din ipoteza ca ),,( PCAFx ∈′  rezulta ca: 

∑
∈

∈′⋅∆=′
Ci

ix Yxy :  cu 0≤′⋅ yp . )8( ′  

Din relatiile (8) si )8( ′  se constata contradictia, 
de unde rezulta ca: )()( AOPAEW w ⊂ . 
 
3. Nucleul unei economii de piata cu pro-
ductie 
Fie 21 SSS ∪= , cu S - reprezentând o coali-
tie a consumatorilor )( 1S  si firme )( 2S  si 

2SY - 

multimea productiilor agregate posibile la nivelul 
coalitiei 2S (coalitie de firme), cu 
 YYS ⊂

2
, SS ⊂2 . 

Definitia 6. O alocatie de consum si de pro-
ductie ),( yxw =  este fezabila pentru coalitia 
S  daca: 

a)
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f
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ix yx . 

Se noteaza cu: 
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Definitia 7. O alocatie de consum si de pro-
ductie ),( yxw =  este dominata de coalitia 

21 SSS ∪= , cu ∅≠1S , ∅≠2S , daca exis-

ta o alocatie ),( yxw ′′=′ ),( SAF∈ astfel încât 

iii xx f′ , 1)( Si ∈∀ . 
Fie multimea alocatiilor de consum si productie 
dominate în raport cu coalitia S , notata: 

 

),(),()/(),(),({),( SAFyxwSAFyxwSADom ∈′′=′∃∈==  a.î. iii xx f′ , 1 )( Si ∈∀ }. 
 

Definitia 8. O alocatie de consum si productie 
),( *** yxw =  se gaseste în nucleul economiei 

A , daca: 
a) ),( *** yxw =  este fezabila; 
b) ),( *** yxw =  nu este dominata de nici o 
coalitie. 
Cu notatiile deja utilizate, avem ca nucleul unei 
economii A  cu productie si consum este: 

\),,()( PCAFAN = (U ),( SADom ) (9) 
CS ⊂1  PS ⊂2  unde 21 SSS ∪= . 

Exista, totodata, urmatoarea legatura între nu-
cleul unei economii A  cu productie si consum, 
echilibrul Walrasian si optimul Pareto pentru 
aceeasi economie. 
Teorema 2. Pentru o economie de piata cu 
productie A , este adevarata urmatoarea relatie: 

)()()( AOPANAEW w ⊂⊂ . (10) 
Demonstratie:  
Din definitia nucleului economiei A  si a optimu-
lui Pareto se deduce cu usurinta ca 

)()( AOPAN ⊂ . 

Pentru a demonstra incluziunea 
)()( ANAEW w ⊂ , fie tripletul ),,( *** yxp , 

de unde rezulta ca: 
}0/{)( **** >⋅∈⊂∆ iiiiix xpXxxPS , Ci ∈∀)( . 

Fie coalitia 21 SSS ∪= , cu CS ⊂1  si  
PS ⊂2  si ∑

∈

∆∈
1

)( *

Si
iix xPSz , cu ∑

∈

∆=
2

*

Sf
fx yz ,  

unde: ∑∑ ∑
∈∈ ∈

−=∆
12 2

**

Si
i

Sf Sf
ffx xyy . 

Deoarece ),,( *** yxp )(AEW w∈  rezulta ca: 

0
2

*** >∆⋅=⋅ ∑
∈Sf

fx ypzp  si deci YYz S ⊂∉
2

. 

Este adevarata, astfel, urmatoarea relatie: 
∅=∩∆∑

∈

YxPS
Si

iix

1

)( *  

si cum YYS ⊂
2

 rezulta ca: 

∅=∩∆∑
∈

2

1

)( *
S

Si
iix YxPS . 

Cum alegerea coalitiei 21 SSS ∪=  a fost facu-
ta în mod arbitrar, se deduce ca: 

∅=∩∆∑
∈

2

1

)( *
S

Si
iix YxPS , )(∀ 21 SSS ∪= ,  

cu 




⊂

⊂

PS

CS

2

1  si deci )(),( *** ANyxw ∈= . 
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