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Analiza ih componente principale pentru
compresia/restaurarea datelor

Conf.dr. Luminita STATE

Facultatea de Matematic#, Universitatea Bucuresti

Extragerea caracteristicilor lineare reprezinta unul dintre scopurile principale ale
Instrulrii nesupervizale. In cadrul sistemelor biologice, extragerea caracteristicilor
constituie prima etapa a mecanismului cognitiv in dobdndirea capacitdtii suficiente
procesdrii unor functii cognitive superioare. In esentd, extragerea caracteristicilor
revine la un proces de eliminare a redundangei existente in date, caracteristicile
rezulidnd ca functii de elementele de structurd ale spatiului formelor de intrare.

Cuvinte cheie: compresia datelor, restaurarea datelor, caracteristicd lineard, KLT,

TH, schemd de compresie/reconstructie.

Procesul de extragere a caracteristicilor
poate fi interpretat ca un proces de
analizd a structurii  spatalui  de
reprezentare  in  scopul  detectiru
elementelor esentiale §i este modelat
din punct de vedere matematic printr-o
transformare definitd pe spatiul de
reprezentare, @:R" — R™ | cum £ n,
Componentele ¢,,...,@,  sunt caracte-
risticile selectate, pentru  Vx eR",p(x)
fiind valoarea caracteristicii ¢, pentru
forma reprezentata prin vectorul x,
1<ism

Dac# informatia reprezentatd de forma
x este transmusd printr-un canal de
comunicatie prin intermediul vectoru-
fut m - dimensional @(x) atunci in cazul
in care transformarea ¢ nu este inver-
sabild, restaurarea unei reprezentari
n -dimensionale este In general afectatd
de erori. Cerinta m < » justificd terme-
nit de reducere a dimensionalititii res-
pectiv compreste a datelor prin care
este frecvent referit procesul de
extragere a caracteristicilor.
Determinarea aplicatiel ¢ este realizatd
astfel incit pierderea de informatie
implicatd de reducerea dimensiunii s
fie minimizatd, unde pierderea de
informatie este evaluati prin interme-
diul unet anumite functi criteriu.
Extragerea caracteristicilor lineare revi-

ne la inferenta unei transformari linea-
re, dect, din punct de vedere matema-
tic, la rezolvarea problemei variationale

inf £ /(x, )]

AeM, iR

unde f (X , X ) este valoarea functiei cri-

teriu dacd forma 1nitiald #-dimensionala
X a fost reprezentd prin intermediul
vectorului m-dimensional ¥ = ¢(X) =
= A"X al valorilor caracteristicilor
selectate, pe baza cireia, in continuare,
fiind efectuatd reconstructia n-dimensi-

onald X .
Cu alte cuvinte, f (X X ) eXprima o

masurd a erorii corespunzitoare sche-
mei de compresie/reconstructic astfel

rezultati X = p(X)= X

Punctul clasic de vedere in abordarea
problemei extragerii caracteristicilor
lineare este unul dintre instrumentele
importante ale analizei In componente
principale. Analiza in componente
principale este frecvent referitd s sub
numele de Transformare Karhunen-
Loeve (KLT) respectiv Transformare
Hotelling (TH). Extragerea caracteristi-
cilor lineare pe baza analizei In com-
ponente principale revine la descom-
punerea dupa valorile singulare (SVD)
ale matricei de covariantd corespun-
zitoare repartitiel vectorilor forma s
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determinarea reconstructiei X ca pro-
iectie a formei X pe subspatiul linear
generat de caracteristicile selectate
conform valorifor singulare asociate din
multimea vectorilor proprii.

Selectarea caracteristicilor linea-
re de variantd maxima

Fie X =(X Lse n)T vector aleator
n-dimensional, presupunem ]f(X) = (,
cov(X X T) 2.

Definitie. Spunem ca vectorul ¥/, € R”
este prima componentd principald in

sensul variantei dacd “‘Pl Hzl st

numdr natural 2 < k& < », spunem ci
Y, € R este cea de a k-a componentd
principald, in sensul variantei, daci

avem relatiile: H‘P “ =1 §i var(¥,/X) =

= sup . ar((I)f ), unde L'(Y,. ..,

mc,z} o )
1¢I

Wy 1) este spatml ortogonal spatmlm
linear generat de primele k-1
componente principale ¥,,..., W1,

Ewvident componentele - principale in
sensul variantei corespunzitoare unei
repartiti sunt vectori ortonormali.

Definitie. Pentru m numdr natural
fixat, 1 < m < n, caracteristicile optima-
le In sensul vanantei pentru reprezen-
tarea formei X sunt ¥,, ¥, ..., ¥,
Reprezentarea formei X in termenii
setului de caractenstici ¥y,..., W, este

vectorul aleator Y :(K,...,Ym)Tunde

Y,=Y¥"X 1<k<m.

Dacd ¥, ..., W, este o bazd ortonor-

mald a spatiului R, notdnd ¥, = ¥ X

1 <i5n, rezults E(X)=0, var(t;)=

mE(lP?xﬁiP.):qﬂ‘z\P. l<is<n,
x=Sr¥ Notand ¥ =[¥,,... 7, ]

i=1

rezulti Y¥' =¥ 'YW =1

Deocarece X = WY rezultd ¥ = ¥¥,
deci E(¥) =0 sicov(V,¥7) = ¥TEW
Observatie. In particular daci ¥i,...,
W, sunt vectorii proprii ai matricei &
atunci cov{V,¥7)=WTS¥ = A unde
A=diag(A,,
gonalda a wvalorilor propri asociate.
Obtinem astfel ¢i dacd ¥,,..., ¥, sunt
vectorit proprii ai matricei % transfor-
marea ¥ = WX realizeazi decorelarea

variabilelor aleatoare X;,..., X, In cazul
particular  al  repartifiei  normale

X~N(0,Z), reaulti & ¥ =W¥TX
1<i<n sunt vanabile aleatoare inde-
pendente, ¥, ~N(0,4,), 1<i<n.

Teorema 1. Fie X=(X,,...,Xn)T vec-
tor aleator n-dimensional, presupu-
nem E{X)=0, cov(X, XT) =% . Pentru

orice k, 1<k<m, cea de a k-a
componentd principald in  sensul
vananter este vectorul propriu @,

. A,) este matricea dia-

asociat valoru proprii 4, a matricei Z,
unde A, 24,2 24

Demonstratie. Deoarece pentru orice
Y ekR", var(‘I’TX) =PIEY¥ cum

o =1, A =0T, si
SN ,
= su = gup WI'IWY
b= s T ek

il
obtinem c¢d prima componentd princi-
pald in sensul varianter este @,

Presupunem cd primele k-1 componen-
te principale sunt @ ,...,®, .

Decarece @, eL'(®,,..,P,,) s
var(®' X)=  sup PO

@cLJ-(‘{-’, ,,,, P, } ol (... ¥ 1)
LI fo)=t
cumi, =@ 2P, = sup O'ZO
Sel (... Ty

jof=1
rezulta @, este cea de a k-a com-

ponenta principald in sensul variantel,
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Selectarea caracteristicilor line-
are optimale din punctul de ve-
dere al erorii medii patratice

Fie X=(X1,...,X )T vector aleator n-

dimensional £(X)=0, cov( XX T) =3
$i m numdr natural fixat, 1<m<pn.
Presupunem ci sunt selectate caracte-
risticile reprezentate de vectorii coloani
al matricei W eM, (R) astfel incat

n,m

matricea W EZW este nesingulars,
Reprezentarea formei X in termenii
caracteristicilor lineare selectate este

Y =W X deci E(Y) =0, covY,r") =
=W'SW .
Presupunem de asemea c3 reconstructia

unel reprezentiri m-dimensionale este
realizatd pe baza unei transformiri line-

are aplicate véctomlui Y, X=Uy ,
UeM (R).

n,m

Teorema 2. Pentru W e M _(R) fixat

a,m

astfel Tncit matricea W'IW este
nesingulard, reconstructia optimali din
punctul de vedere al erorii medii
patratice .. este  realizati  pentru

U=sww'sw)" .
Demonstratie Eroarea medie patratici
implicatd de schema de com-

presie/ reconstructie este: X ggo(X } =
=Y =W X 8 = UF este (S 1,0)=
=ofloc 4F)- (e, o) |-

. ]i:(X?X) ) E(XT(UW?)IX) +

; E(XT(UWT)T(UWT)X) dec,
sEwU) = w(xx’) - 2

Hx (o) Qe 5 x (ow ) (0w )x).
Aplicind pentru @ € R”, B e M, (R)

17 .
regulile de caloul —(a’B7a)=aa’,

éB

g;(a?'BTBa) =2Baa”

9 Ao ,
e EwU)= 28xxTw)  +

obinem

V2 E(UW" XXTW) =-2(SW - UW"S)
Rezultd ci matricea U care asigurd
munimizarea erorii medii patratice este

J
1 " a7 I e 2 ==
solutie a ecuatiet 0 2 £ (E,W,U)

=2 (SW—-UWSW) = U= si) "
in consecintd, reconstructia lineard a
formei X din reprezentarea ¥ = W' X

este X =UY =sw(Ww'sw) ' w'x .
Observatie. Pentru W:[W,,...,I/Kn] dat,

wr i
schema de compresie X=V=W'x
conduce la reprezentarea m-dimensio-

T
nali Y= (WETX,...,PV,,TX) coloanele
matricet W corespunzind caracteristici-
lor selectate. Deoarece cos(PK .4 ) =

wrx _
= m—;——"— dacd “Pf{” =1, atuncl va-
7 T -
loarea fiecarei caracteristici W, relativ
la forma X este dati de proiectia vecto-
rulw X'pe W, 1<i<m.
Observatie.Fie 4 = SW(Ww'sw) "' w'
Deoarece A’ = 4 transformarea

X = AX este un operator de proiectie
deci reconstructia optimald din punctul
de vedere al erori medii pitratice
corespunde unei proiectii a spatiului

R" pe subspatiul L = {Ax‘x € R"} :
Evident rang(A4) = rang(W) =m deci
dim(L) = m.

Teorema 3. Aplicatia lineard definita
de matricea A = SW(W'EW) W7 este
o proiecie pe L{W) spatiul linear ge-
nerat de vectorii coloani ai matricei W.

Demonstratie. Se observd ci spatiul

linear generat de vectorii coloani ai
matricei W coincide cu L(W).
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Intr-adevir, fie x € L(W) deci30 e R™,
x = W@ =3 (LW6). Deoarece SO
apartine subspatiului linear L{(ZW)
obtinem x € L{EW)deci L(W) <
c L(SW). Bvident dim{L(ZW))<m.

Fie A € R™ arbitrar. Deoarece % este
inversabila  obtinem XWA=0<

WA =0 A=0=>dim(L{EW))=m.
Din L(W) < L{EW) si dim(L(ZW)) =
= = di (W) rezults I(W)=L(ZW).
Demonstraim ca L=L(EW). Fie x e
L(ZW)si6 € R™astfel incitx = ZWE.
Obtinem Ax = SW(W'sW) ' w'x =
sw(wTsw) W'swe = TWe = x
deci L{ZW) < L. Daci x e L atunci
X = Ay=EW(WTEW)_] W'y=5Wz
pentru yeR", z=(W'SW) W'y
deci x e L{(ZW).

in concluzie L= L(W), deci aplicatia
lineard definitd de  matricea

A=SW(W W) W _este o proiectic ..

a spatiului R” pe spatiul linear generat
de vectorii coloand ai matricer .
Observatie. Deoarece in  general
A" # A, pentru operatia de compresie
lineard definitd de matricea W, recon-
structia optimald din punctul de vedere
al erorii medii pitratice corespunde
unei proiectii neortogonale pe L(¥).
in continuare vom determina matricea
W astfe] incit eroarea medie patraticd

(X, W)= iof )gz(E,W,U):

U EMH m

- gz(z,W,EW(Wf‘z:W)‘)

corespunzitoare schemei de compreste/
reconstructie lineard:
wT U=zw{wTEw)

X=V=WiXx =
o Xe=zwwrEw) WX
sa fie minimizatd.
Definitie. Eroarea medie patraticd mi-
nimi pentru schema de compresie/recon-

-1

. 25 . g 2
structie este & (Z)~W1{_£14f g(z,w).

n.m

Schema de compresie/reconstructie li-

neard X7 = WTX:I;)A(:UY este
optimald din punctul de vedere al erori
medii patratice, daci £'(X) =& (LW,U).
Lema 1. Fie S € M, (R) astfel inct
rang(S) =m unde 1<m<n § fie
DeM, (R) o matrice diagonala.
Atunci, sunt Indeplinite urmatoarele
egalititi;

1|87 Ds(s7s)"| =P DP)

2. wr{s7DS(s7S) "} = w{P"DP}
unde vectorii coloane ale matrice:
PeM (R) formeazi o baza orto-

.
normald a spatiului linear generat de
vectori coloane ale matricel S.

n—lm=n

Demonstratie. Fie £ :{ $1
m,m < n

K'=K[, , K, ~unde matricele

K EMn,n(R), 1<j<i<n sunt defi-

: ' S
. . I
nite  prin, (KJ) :(K_J_) m—,
n b S»- +S .
7 Y
K ) = wM(K ) = 1 restul
( f,j i i ji 52 + SZ ‘$

componentelor egale cu zero, § =(s,.j) .

Evident X,
de rotatie deci K este de asemenea o
matrice de rotatie. Notdind R=K"S
obtinem § = KR.

Deoarece toate componentele ultimelor
(n~m) linii ale matricet R sunt egale
cu zero, matricea S poate fi scrisd in
continuare, §= PR unde coloanele

matricei P € M, (R) sunt primele m

1< j <i < n sunt matrice

R
coloane ale matricei K 51 R = [O}

Evident, X este o matrice superior
triunghiulard st rang(ﬁ):m deci R
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este mversabild. Prima relatie din enunt
rezultd din seria de egalitati,

S‘?D.S( < ) TPTDPR(R PTPR)

R P DPR(RTY (P PR P PR) (R
= J“é"P"‘z)P(ié*)’

| DS(S7S) 1 |PTop|.

In continuare, utilizdnd proprietatea
tr{ ABC} = tr{ BCA} , obtinem:

if‘{STfJS(STS) - } - ﬁ.{j{"?‘ pr Dp(ﬁ—ri )T} _

deci |\

:zr{fﬂ'z)P(fé“)TjéT}mzr{P"DP}
Teorema 4. (Schema de compresie/re-

constructie lineard optimald LMS)
Fie A, 24,2.221 > .21 valorile
proprit ale matricei de covariantd % si
®,,..,®,,.. D, vectorii  propri
asociatl. Schema de
compresie/reconstructie linear;

IR o vesw{wTewy”
X=Y=Wx =
S X=swwew) W' x
este optimald din punctul de vedere al
erorii medil patratice dacd L{V}=

= I(®,,..®,) unde H&

,,...,@;,z) unde ;,f@’ )

este spatiul linear generat de vectorli
D,...P, .

Demonstratie. Conform rezultatelor
precedente, pentrul e M. (R}, eroa-

a1
rea medie pétratica minimd a schemei
de compresie/reconstructie= (X, W) =

=)= #{le, - A)x]
unde A= SW(W'EW) W Obtinem,
) = E((([ - Y, - A)X))
ﬂ:r{f:‘((([n - A)x (1, - 4)x) )}:
xn-{(fn — A)E(xxTY1, - A)""}:
=1r{S} - 2 {24} + 0r{AzA" ).
Deoarece rr{AEAT:}::

rlzwwrsw) wisw(wtsw) wrs)

~i{zw(wsw)’ s} ~ir{ Az} =
=ir{(45)" } = or{5a"}
rezultd 8” (2, W) =1r{3} - 1r{Z4" } deci

eroarea medie patratici este minimizati
dacd matricea W este astfel incat:

w{swlw zw) W) -
= sup w{3B(B"3B)" B7x},

BeM,  (R)

Notdm cu 7" mulfimea punctelor critice
ale functiei ar{LW(W7Sw) WTs) .
Fie A =diag{A,,

gonald a valorilor proprii corespun-
zatoare matricel de covarianti X si

,4,} matricea dia-

D= [CD} . .,(I)n] matricea avand coloa-

nele vectoril propril ortonormali asoci-
1

at, & =®AD” Notind S =AW,
obtinem S$'S =W OAGTW .
Rezultd In continuare,

rr{W’(W?'Mf)i W"‘z} -
= | AW OAD ) W DA | =

=r{SAYS"S) "} dec i?zr{Sf‘m{S";s)"*}:

awv
g i, \ s
=-L%~—n{y/\ks*(sfs)‘} e
=[-28(s7As +2AS]—7;V— u ﬂW
este matrice inversabild.
Obtinem astfel Wel <>
é - B
SolsTas(sTs)) - 0 e
~28(STAS)+2A8 = 0 o

(SST)AS = AS. Evident (SS”)AS = AS
= (STAS)ST =STA < coloanele
matricei $7 sunt vectori proprii ai
matricei S*AS asociati la m dintre
valorile proprit ale matricei % . Fie
W el dacid ’ltu"*’%m sunt valorile

!

proprit ale matricel % asociate punctu-
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- lut, atunci valoarea functiei criteriu este

a-{EW(WT ) W 2} = o{STAS} = iﬁv .

Din relatia (SS”)AS = AS obtinem de
asemenea (S7S)(STAS) = STAS deci
cum matricea §7.S este inversabil
rezults (S75)7(STAS) = STAS adica
r{STAS}=r{(s75)" 57 AS =
~ir{sTAS(S7S)"}.

In concluzie, valoarea functiei obiectiv
tr{S TAS(STS)I}Tntr—un punct  critic

este egald cu tr{S TAS } = i’l{, pentru
7=l

anume m valort proprit distincte ale
matricet 2 .
Demonstram ci orice  punct

w=|o,...o,| aparine mulfimii 7.
Pentru simplificarea notatiel presupu-
nem W:[(I)I,..,,(I)m]. Obtinem,

1
SSTAS = AOW(OW) NOW = .

"I, 10 )
= A{OJ[[,H o]ALJ =
_)13\/,1‘1 0 o |
o E -

0 0 A4,
0 0 0 0
0 0 0 0

3 30l
Evident, AS = A*OW = A{ (ﬂ dect

SSTAS = AS adica W el

in concluzie,

sup_er{SB(BTSB) BR{=Y 4,
BGM"'W(R) j=1
unde 4 =24, 2.24, 2.2 4 sunt va-
lorile proprn ale matricei de covarianti
z, supremumul functionalel
r{2B(B"2B) ' B'S)  find atins

intr-un singur punct B = [@1 ,...,(Dm] .
Rezultd ca schema de compresie/recon-
structie lineare de eroare medie patra-
tici minimd corespunde matricelor
-1
W=l0,..,0,],U=sww tw) =

= W adici este:
wT W

XV =W'X=X=WW"X eroarea
fiind egald cug®(%) = inf e (L,W) =
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